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DE GEOMETRÍA 


CAPÍTULO 111 


1. Todo lo que se presenta á nuestros sen: 
tidos ocupa algun espacio, y esá un mismo 
tiempo largo , ancho y grueso. Estos tres gé- 
neros de estension, longitud, latitud y pro- 
fundidad son el obgeto de la Geometria, que 
los considera cada uno de por sí para averi- 
guar mejor sus propiedades. Mide por eg. lo 
largo de un camino sin atender á su ancho, 
y la anchura de un rio sin calcular su profun- 
didad. Llamarémos pues sólido 6 cuerpo lo que 
abraza anchura, longitud y grueso como una 
Pared. Pero si consideramos en la pared su 
ancho y largo, es decir, su cara Ó esterior 
SA atender á su grueso, nos habremos forma- 

O idea de la superficie 6 latitud; y si mira- 
Ios solamente á su largo sin hacer caso de 
lo ancho, tendremos la idea de la linea. Es- 


ta la consideran los geómetras compuesta de 
TOMO 11, A 
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+ partes ¿infinitamente pequeñas que llaman 
puntos y que son sus elementos: la superfi- 
cie se la figuran como un tegido de infini- 
dad de lineas, y el sólido como un paque- 
te de infinidad de superficies: de suerte que 
los estremos de una linea serán puntos, los 
de la superficie lineas, y los del sólido super- 
ficies. 4 ? 

Téngase entendido que en el presente tra 
tado haremos con las lineas superficies y sóli- 
dos el mismo uso que en la aritmética y ál- 
gebra de los signos+, —»= de el de la di- 
vision, de los de las razones, proporciones ,y 
progresiones. 

Asímismo conviene advertir que se da el 
nombre de axioma á una yerdad evidente por 
sí; el de teorema á una proposición que hay 
que probar: el de corolario á una consecuen. 
cia de lo ya probado, y el de escolio á una 
nota ó advertencia. Tambien se llama proble- 
ma una cuestion que se trata de resolver: lez 
ma la proposicion que sirve para una demos- 
tracion: postulado suposición lícita que se ha- 
ce para una demostracion: y construccion ope- 
racion preparatoria para ella, Aunque no pen: 
samos usar de estos términos, importa ente» 
rarse de su siguificación para poder disfrutar 
las obras que se valen de ellos, 
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SECCION: I 
CAPÍTULO 1 
De las lineas y del circulo 


2 Si se concibe que el punto A (fig. 1.*) 
se mueye ácia B sin mudar de direccion Ó 
por el camino mas derecho, dejando rastro 
tras sí, formará la linea recta concreta AB, 
que será la mas breve distancia entre los dos 
puntos A y B: la única que se puede tirar 
entre ellos, y de consiguiente la verdadera 
medida de la distancia que hay entre los dos. 
La linea abstracta es la espresion de la re- 
lacion de direccion que hay entre dos lupa- 
res. Considerarémos trazadas las lineas sobre un 
Plano ó- superficie que tocan en todos sus 
puntos, E 
3 Por ser la linea recta la mas corta y la 
única que se puede tirar entre dos puntos A. 
y B, quedará determinada la situacion ó po- 
sición de una recta en señalando dos puntos, 
por donde debe pasar: y asi dos lincas rectas 
Cualesquiera AS, AB no pueden tener dos pun. 
os comunes, Ó no se pueden cortar sino en 
Un, solo punto A; porque ningun otro está en 
la tección de Jas dos. 
4 Si el punto A que tiazó la recta AB 
: ¿A 2 
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hubiera caminado ácia B por otro camino di- 
ferente del recto, esto es, mudando á cada pa- 
so de direccion , hubiera descrito una linea cur- 
va, cual es AOB ó ADB: y como se puede ir 
desde A á B por infinitos caminos, habrá una 
infinidad de lineas curvas, siendo así que es 
única la especie, de las rectas, Es pues una cur- 
ga una serie de pequeñas lineas cuyo principio 
y fin no puede discernirse. ¿ 

5 Para tirar lineas rectas en el papel sir- 
ve la regla, pluma y lapicero, instramentos 
vulgares y conocidos de todos; que saben que 
la regla ha de estar perfectamente derecha, y 
ha de tener en uno de sus lados un chaflan ó 
rebajo para que cuando se tiren las lineas con 
pluma y tinta, no se manche el papel. 

6 Para trazar lineas en el terréno hay qúe 
prevenir piquetes de todos tamaños, ó palos 
labrados con su punta que clave en el suelo, 
y hendidos en el otro estremo para aplicarles 
en él un papel ó carton que los haga distin-- 
guir de lejos: los cuales se llaman Jalones, 

En un terreno llano se puede trazar una 
linea recta,'si no ha de ser muy largas atando 
los dos estremos de un bramante dado de pre- 
da algo estirado, á-dos piquetes A, B (fig. 2.*), 
puestos en los dos estremos de la linea: se tia 
ra del bramante ácia arriba, y dejándole caer 
con ímpeta contra el suelo, dejará impresa en 
él la recta que se* pide, ; 

Si ha de ser muy larga, se fija en uno de 
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sus estremos B (fig. 3,2) un jalon A que que- 
dará derecho sobre el suelo, si sigue la direc- 


cion de un hilo con un plomo, y otro Men ' 


: despues se ponen otros dos T, Ñ, ó masin- 
termedios , pero de suerte que mirando desde 
Á el jalon M, se confunda con él, y segura- 
Mente estarán A y M en nna misma linea BD, 
y lo mismo cualesquiera otros T, N, £<c. in- 
termedios que se coloquen del mismo modo. 
Cuando la linea es demasiado larga, se divi- 
de la operacion en dos, tres ó mas estaciones: 
y si median cuestas ó barrancos se alinean los 
piquetes segun exijan las circunstancias del ter- 
reno, y aconseje la práctica y el exercicio. 

7 En la práctica de medir una linea cual- 
quiera; que consiste en averiguar las yeces 
que en ella cabe otra linea conocida que se 
toma por la unidad, como una linea de un 
pie, de una vara, no puede haber dificultad: 
y asi solo advertirémos que los prácticos en lu- 
«gar de sogas de cáñamo, esparto Xc. que pa- 
decen variaciones con el temporal, usan de 
tuna cadena de alambre grueso ó de hierro, cu- 
yos eslabones suelen ser de un pie ó de una 
vara cada uno. ' 

S La principal medida que rige en Casti- 
Ma, es la Vara que aman de Burgos, señala- 
% Por Felipe len su Pragmática del año de 
E 68, y compuesta de tres pies, cada pie de 
doce Pulgadas , cada una de doce lineas Sc. 

ambien se usa del Estadal , que se compo- 


| 
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ne de diez pies castellanos. Por lo que hace al 
tamaño de la vara de Aragon, Valencia, y la 
media cana de Cataluña, 95 palmos de los cua- 
tro-én que se divide la yara de Castilla, equi- 
valen á 102 aragoneses, á 88 palmos yalen- 
cianos y á 100 catalanes, E 
9 La medida mas general, y á que suelen 
reducirse las demas, es el ple de rey, sestá par- 
te de la toesa, medida francesa, Dicho pie tam- 
bien se divide en 12 pulgadas , cada pulgada 
en 12 lineas £c. Para redncir á esta medida 
la de los diferentes pies de las demas proviñ- 
cias de Enropa han considerado los geómetras 
dividida en diez partes iguales la linea que es 
37 de' pie: y de lis 1440 partes que por es- 
ta cuenta tiene 'el pie de rey, han encontra- 
do que tiene el pie de...... 


Castilla., 12342! Bolonia. 


7 a 
Róma. ..1820 (Suecia. 
Londres, 211350 | Dinamarca........ 14032 
Veneci: 1540 | Constantinopla..3120 


Rhin... 


13915 


Por medio de esta tabla se reducirán con una 
simple regla de tres los pies de una: nacion á 
los de otra cualquiera; pero cuando haya que 
reducirá pies castellanos los franceses, será me- 
jor usar de la razon sencilla de 6 : 7 que tie- 
ne el castellano al frances con poca diferencia. 

10 De las: lineas curvas solo hablarémos 
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por ahora de la circunferencia del circulo, Asi 
se llama la linea curva cerrada ADCE (fig. 4*) 
que traza el estremo A de una linea AO fija en 
O, dando una vuelta entera al rededor de di- 
cho punto O que se llama centro. Al espacio 
encerrado por dicha curva llamamos circulo: á 
las rectas AO, OD, OE tiradas del centro á la 
circunferencia radios; y diámetro á' cualquie- 
ra AC que pasando por el centro se termina 
por ambas partes en la circunferencia. 

11 Como cada radio es ¡igual 4 la linea AO 
Que traza la curva, serán todos los radios igua- 
les, y todos los puntos de la circunferencia dis- 
tarán igualmente del centro. e 

Los diámetros que se componé cada uno 
de dos radios, serán todos iguales; y cualquie- 
ra de ellos dividirá el círculo por medio: pues 
si-se dobla por él, todos los puntos dé lá una 
mitad caerán sobre los-correspoñdientes de la 
otra, por distar todos igualmente del centro: 

12 Cualquiera porcion TCP de circunfe- 
rencia se llama arco, y cuerda ó substensa de 
dicho arco la recta TP tirada por sus dos es- 
tremos TP, P. Bien se ye que los arcos iguales 
tienen cuerdas iguales AE, AD en un mismo 
ó6en iguales círculos, y si las cuerdas son 1gua- 

- les, lo serán tambien los arcos: pues si doblan- 
do el círculo por AC: se sobrepone el arco y 
'euerda ARE 4-AQD ; “caerá el punto E sobre 
D, y todos los puntos del arco ARE sobre los 


de AQD, como que: todos: distan igualmente 
E 


>, 
a 
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del centro; luegose ajustarán perfectamente los 
dos, y de consiguiente serán iguales, Por lo mis: 
amo, Jas mayores cuerdas Aobiandes Mayores ar 
cos, y al contrario, ) 

Tas circunferencias qne fienen un mismo 
centro, Ó se confundirán si los radios son ¡gua 
les, Ó.no se tocarán,si son desiguales: de consi- 
guiente si dos circunferencias se cortan, señal 
que, no tienen un mismo centro, 

13 La mayor cuerda de un círculo es el 
diámetro > ED por eg. es mayor que cualquie- 
ra otra TP; pues los dos radios TO, PO tira- 
dos á. sus dos estremos equivalen: al Ae 
«y dichos radios juntos son mayores que TP (+). 

14 Un círculo cualquiera ADCE se traza 
.en.el papel con el ¡compás, instrumento bien 
«conocido, abriéndole de suerte que sus dos pun- 
tas caigan én O y A, y baciendo dar una vuel- 
¡ta entera á la punta Á al rededor de la punta 
O que ha de estar fija. 


ARTICULO 11 


De los ángulos y su medida 


15 Si pousidefibaos ahora que á la recta 
BE puesta sobre BA (fig. 5.*), se la hace an- 
“dar el espacio Á con uno de sus puntos AO, 
«teniendo: el otro fijo.en B, se habrá formado 
el ángulo OBA que es el espacio AO compre 
dido. entre dos lineas BE, BA que conc 
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en un punto B. Dichas lineas se llaman lados 
del ángulo, y el punto B su vértice. En ade- 
lante nombrarémos nn ángulo ó con sola la le- 
tra B del vértice, ó con las tres EBA, ó ABE, 
Poniendo en medio dicha letra B. El ángulo 
EBA se lama rectilinco, MNO (fig, 6%) cur- 
silinco, y RSH mistilinco por la clase de lineas 
«que los forman. ] 5 

16 De la formacion del ángulo se colig 
que el espacio que encierra , se debe medir 
¡Por un arco de círculo descrito desde el vér- 
tice como centro con cualquier intervalo; pues 
aunque sea menor el arco descrito á la distan- 
cia D' que 4 D.( fig. 5%); siempre será una 
misma la medida del ángulo CBD: ¿pues el ar- 
co D'Ces la 4* parte desu círculo. como lo 
es DC. del suyo: de consiguiente el ángulo es 
siempre el mismo que se acorten ó que se alar- 
guen sus lados, 

17 - Para medir los arcos del círeuloJe han 
considerado los geómetras dividido en 360 pat- 
tes iguales con el nombre de grados: cada úno 

€ estos en 60 minutos, cada minuto en 60 
segundos, cada segundo en 60 terceros tc. Es- 
Las partes que: son grandes ó pequeñas, segun 
<ue el círculo lo es, se indican con las seña 
Lo Bco. de certo que 7? 836", 9”, 
quiere decir sicte grados , ocho minutos , trein» 
14 Y seis segundos y nueve terceros. 
-¿Hlamaremos recto el ángulo que tiene por 

o, » . 
90% 6 la 4.* parte de la circunferencia 
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como, DBC, ABD, medidos por los arcos DC, 


DA; “agudo el ángulo ABE cuya medida que 
es el 'arco OA, es menor que 90%; y obtuso 


aquel como CBE, a] que mide un arco CDO 


mayor que 9o.? 

18 Si una linea cualquiera EB cae so- 
breotra AC, forma siempre con ella dos dn- 
gulos ABE; ABC que Juntos valen 180%, 6 
dos «ngulos rectos; pues su medida será siem- 
pre:la mitad de la circunferencia (116). Alar- 
gando EB, la RB que cae sobre AC, forma 
tambien en B dos ángulos ABR, RBG qué va- 

len juntos otros 180.2 : 
19 Luego 1.? todos los ángulos que se for- 
. Mah en un punto B cualquiera, valen 3600: 2.9 


el diámetro AC divide al círculo en dos par- 


—tes iguales. 3.2 Para dividir un ángulo en cual- 
quier número de partes iguales, basta dividir 
el arco que le mide en otras tantas partes igua- 
les, y “tirar líneas desde. el vértice á todos 


Pm 


los puntos de division. 4.2 Para medir el 'áno 


gulo APD (fig. 7%) que forman dos pare- 
des AO, OD; se alargará con una regla la 
base AP, y midiendo el ángulo DPC, será lo 


que le falta para 180 la medida del APD que, : 


se desea. 


20 - Lo que falta ó sobra á un ángulo ó ar- 


co para componer 90%, se llama su comple- 


mento: el del ángulo ABE ( fig. 5,2 ) es el án- 


gulo EBD: y:el de EBC es —EBD, y asi el com- 


cp 


plemento de 'un ángulo agudo es positivo, el 
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del ángulo recto es nulo, y el del obtuso es 
negativo! 

21 Suplemento de un ángulo es lo que le 

alta 6 sobra para componer 180": el ángulo 
ABE por eg. es suplemento de EBC, y al con- 
trario. De consiguiente el ángulo agudo tiene 
Un obtuso por suplemento, el recto otro recto, 
y el obtuso un agudo, 

22 Supuesto que los ángulos iguales deben 
tener suplementos y complementos iguales 5 y 
que deben ser iguales los ángulos que tengan 
KnOs mismos complementos y suplementos; co- 
Jegiremos que si se cortan como quiera , dos li- 
neas ER, AC:serán iguales los ángulos ABE, 
REC opuestos al vértice que Jlamarémos por 
£so verticales ; pues tienen ambos un mismo 
suplemento, que es el ángulo EBC: Jo mismo se 
debe entender de los ángulos EBC, ABR, cuyo 
suplemento comun es el ángulo ABE, : 

.23 Si dado el ángulo OCD (fig. 8%) se 
Pidicse formar otro igual en un punto B de 
la recta AB; se trazará desde C con cualquier 
abertura de compás el. arco OD, con la misma 
abertura se trazará desde el punto dado B el 
arco indefinido AR; se tomará despues con el 
Compás la distancia OD, que se trasladará de 

á T, y tirando por B y T la linea BT, se ha- 
brá formado e] ángulo TBA igual 4 OCD: pues 
que los Aticos AT, DO que los miden, se ban 
hecho ionales, 


24 Con el instramento MHDT ( fig. 9*) 
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¡que es un semicirculo de alaton ó cuerno divis 
dido en sus 180%'con sus suplementos debajo: 
para poderlos contar por la derecha. y por Ja 
1zquierda ;.se puede formar en el papel un áb- 
gulo cualquiera: de 30? por eg. en el punto B 
de una recta BG, aplicando el radio BT del ins- 
trumento sobre BG; de manera que "coincida 
su centro con el punto B, y tirando despues 
por este«punto y el múm.? 30% que se pide, la 
recta AB; pues el ángulo ABC que:resulta, es 
de 30.2 
. Asimismo, para medir con dicho instru- 
mento un ángulo cualquiera ABC; puesto. si 
centro en el vértice B del ángulo, y el radio 
BT sobre uno de sus lados: el arco DÍ que in- 
tercepten sus lados, alargados si es menester, 
mostrará el número de grados de que consta el 
ángulo ABC, ' 

25 Un:semicírculo (fig. 10.) de alaton de 
7/4 15 pulgadas de diámetro dividido en 
180% y en medios, cuartos Sc. de grado á pro: 

¿porcion de su magnitud , sirve para medir y for 
mar ángulos en el terreno, A este fin se coloca 
sobre un pie, y por medio de dos tornillos se 
le pone derecho, inclinado ó en cualquier otr: 
situacion que requiera la direcion de las miras 
á Jos obgetos que forman los ángulos. 

26 Para dirigir Á estos las lineas visuales 
hay una regla ó alidada CD movible al rede: 
dor del centro que tiene en medio una line: 
tentral con uba flor de lis en su estremo, quí 
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señala los grados, Al lado de ella hay doce di- 
Visiones, cada una de las! cuales equivale por 
9 Comun 4 E de grado 6 4'55', para sacar el 
valor del ángulo con más exactitud, cuando 

inea central no señala en el instrumento má: 
mero fijo de grados. Eú los estremos de la ali- 
dada. háy tambien dos pinulas m., n clavadas 
y hendidas muy perpendicularmente, lo mis: 
mo que las «que tiene el diámetro inmiovil AB 
en los puntos o”, 180.2 Cuando los obgetos 
estan á mas distancia que de ocho á nueve mil 
Varas , se usa de un anteojo que con otro co- 
colocado en el diámetro inmovil, descubre con 
mas claridad los obgetos. Mas adelante habla= 


rémos del modo de hacer: uso de este ins- 
trumento. 


ARTÍCULO 111 


Delas lineas perpendiculares y oblicuas 


27 Si una recta AS (fig. 11%) cae cor- 
tando la BD sin inclinarse 4 un lado ni á otro, 
Só formando los ángulos ACB, ACD iguales, 
que serán rectos (17 y 18), se llama perpen- 
dicular á ella, Cualquera otra DS que corte la 

Iclinándose mas un lado que á otro, se 
Mama oblicua.” 
Aa B0 1.2 la BD que no se inclina á 
A más será tambien perpendicular 4 AS, 2.2 
* cualesquiera dos puntos A, S de una línea 


ye 
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AS estan á igual distancia de otros dos B, D' 
¿de la BD: todos los puntos de la AS distarán: 
igualmente de B-y D: pues los puntos de una 
linea tienen todos la posicion que dos de ellos 
(3): de consiguiente la:AS no se inclinará 4 
B niá D, y le será perpendicular. Y como Ú 
ha de distar igualmente de B y D, dividirá 
tambien AS á la BD por medio, A 
29 3.2 Con un solo punto Á que tenga la 
perpendicular AS á igual distancia de los dos 
B, D de la BD sobre que cae, los deberá tener 
todos y dividirla por medio en G: pues si al- 
gun punto KR por:eg. no distára lo mismo de. 
D y B; se inclinaría por esta parte á un lado. 
mas que á otro, contra el supuesto de ser per- 
pendicular. B 4 
3o 4.” De todas las rectas AB, AE, AC, 
AO kxc. (fig. 12.) que se pueden tirar de un 
punto Á sobre otra BD, la perpendicular 
AC es mas corta que cualquiera otra, AB 
por eg. Pues haciendo CS=AC, y tirando BS; 
se tiene la AS menor-que las dos AB=+=BS, Y! 
de consiguiente Ja mitad AC de AS mas corta 
que AB, mitad de 'AB=+BS, Lo mismo se pro: 
bará de otra cualquiera. Decimos que AB es la 
mitad de AB=+-BS ó que AB=BS; porque es* 
tando el punto Cde la perpendicular CB 4 igual. 
distancia de A y de S, lo estará tambien sU: 
punto B (29), y AB=BS, 
31 Las lineas mas oblicuas 6 que distal 
mas de C, son las mas largas; y asi AB 0% 


: 
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Mayor. que AE; pues siendo! AB+-BS mayor 
que AE+-ES, será la mitad AB de las prime- 
Tas mayor que la mitad AE de las otras. De con: 
Siguiente serán iguales las AE, AO tiradas á 

»0 puntos igualmente distantes de €, 

32. 5.2 La perpendicular mide la distan» 
cia que hay de un punto dá una recta ,'ó de 
una recta d. otra, pues es el camino mas corto, 

336.2 Desde el punto Ano se puede ti 
rar mas perpendicular sobre BD que-la AC; 
pues esta sola es la mas corta que se puede 
tirar desde A sobre BD (30). Ni tampoco des- 
de € se puede levantar ú BD mas perpendi- 
cular que CA: pues otra cualquiera se inclina- 
rá á un lado mas que á otro, 

34. Para levantar una perpendicular en 
el punto C: de la linea BD ( fig, 11.2); se to- 
marán dos puntos E, O á igual distancia de C, 
y haciendo de ellos centro, se trazarán. con el 

compás con una abertura mayor que EG dos ar- 
- £95.que: se corten en un punto cualquiera A; 
se tirará por A y (la AC, y esta será Ja per- 
Pendicular ( 28 ): pues tiene dos puntos..A:,:Q 
ál Igual distancia de los dos E, O. t 

35. Desde un punto A. se bajará una: per- 
Pendicular sobre BD; trazando desde A.con el 
Compás un arco cualquiera EO que corte la BD 
<n dos puntos E, O, y desde estos los dos ar- 
Cos que se corten en S; tirese despues AS, y 
será la perpendicular (28): pues tiene tam- 
bien A y Sá igual distancia de E y O, 


36 ELEMENTOS 4 
36 De lo que se infiere que si se pidiese 
dividir por medio una recta BD; se trazarán ] 
haciendo centros en B- y D, dos arcos que se 
corten en Á y S; y la AS tirada por A y S, dis 
vidirá por medio la BD: pues distando igual 
mente A y S de B y D, todos los demas pun: 
tos de AS como C, distarán igualmente de B. 
y D(28), y será BC=CD; luego éxc. ; 
37 El instrumento ABC (Sg. 13.2) de ala- 
ton con una charnela en B' para que cerrado 
quepa en el estuche matemático, se ama Es- 
cuadra, y sirve para tirar perpendiculares en 
el papel, porque sus dos. lados AB, BC for- 
man un ángulo recto ABC. El mismo uso tie= 
ne la escuadra H de una madera dura y lisa, 
38 Para tirar en el terreno una Perpen- 
= dicular 4 la linea AB (fig. 14*) desde un 
punto C; se fijará en este punto el medio de 
una cuerda, cuyos estremos se han de atar bien 
tirantes en dos puntos A, B de AB; se divi- 
dirá la AB por medio en D, y la CD será la 
perpendicular (28 ); por tener G y D á igual 
distancia de A y B. + 
Se levantará desde D una perpendiculal 
4 AB; tomando AD=BD, atando en A y B 
los estremos de una cuerda, por cuya mitad C 
y el punto D se tirará la CD, que será la per- 
pendicular por lo que acabamos de decir. £: Y 
39 Para esta operacion es muy cómodo Y 
comun el valerse del Cartabon 6 Escuadra 
de Agrirmensor (fig. A“), que es.un círculo bas- 
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tante grueso de alaton ó madera de cinco á sie 
te pulgadas de diámetro cortado 4 ángulos rec- 
tos por dos diámetros de igual grueso, en cue 
ya mitad bay dos lineas ¿ue: dividen el círcu- a 
lo. en cuatro partes iguales, con pínulas hen- 
didas en sus estremos semejantes á las del gra- 
fometro, lo mismo que el pie sobre que se - 
coloca. 3 

Para levantar en el punto € (fig. B) una 
Perpendicular á la linca AB3: colocado el 
cartabon en G, se'alineará con Ja recta MNOP y 
en que rematan los jalones clavados en la AB, po 
a “visual dirigida por las pínulas £, s; se hará £ 
despues colocar un jalon R de manera que Ae 
alinee con las otras pínulas 0, 7: hágase lo mis? 
Io, con otro Q puesto á dos ó tres' estadales de 
R, y si parece algun otro mas» y será Jalinea 
CH la perpendicular que se busca. Casi delimis- , 
mo modo se baja una perpendicular al terreno Ñ 
desde un punto T, yendo acercando el instru: ES 
mento hasta encontrar Ja limea TD con la yi- > 
sual que se dirige por las pínulas 0, £, 

) Y 


ARTICULO IV 


De las lineas paralelas 


Llamarémos paralelas aquellas lineas 
> fig. 15) que estando en un mismo 
plano, dos de sus puntos A, B tienen una direc. 


cion semejante 4 otros dos C, D, y diferente > 
TOMO 11. L 


she 


q 


pot 


bi 


de 
7 


ES : 
18 a , 


y 


de todas las demas direcciones imaginables. De 


esta definicion se sigue. 1, que todos los pun- 
tos de la una distarán igualmente de Jos pun- 
tos correspondientes de da otra, Ó serán iguales 
las perpendiculares HO, MN: pues ambas mi- 
den la distancia de una á otra. 

41 2. Que si dos lineas AB, EP son pa- 
ralelas 4'otra CD, serán paralelas entre sí; pues 
siendo por la suposicion HO=MN, y OR=NS, 
será HO+0OR=MN-NS, y ke. 

42 Lo 3.2 que si se toman «los puntos H, 
M á igual distancia de la recta CD, y se tra 
Ls ellos la AB; será paralela á CD, 

43 Lo 4.” que si de dos paralelas EC, PD 
A “fig. 16) la una EC es perpendicular á "AD, 
tambien lo deberá ser la PD, que por no es- 
tar inclinada á su paralela EC, ha de tener la 
misma inclinacion con la AD. Y al contrario, 
si una recta AD es perpendicular á EC, lo se- 


Ná tambien á su paralela PD (27 y 40). Últi- 
do mamente, si las.EC, PD son perpendiculares 


á AD, serán paralelas; pues cayendo. ambas 
sobre AD sin inclinarse á un lado ni 4 otro, 
no estarán inclinadas Ja una á la otra; luego 
serán paralelas, , 

44 Teniendo las paralelas una misma direc» 
cion no estará joclinada la una á la otra: y de 
consiguiente dos paralelas AB, CD (fig. 17) 
tendran la misma inclinacion con otra linea 
cualquiera SK que las corte ; esta inclinacion ó 
direccion forma por cima y pot bajo de las pa- 


AN Ú 
a Y 
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ralelas ángulos que serán respectivamente 1gua- 
les, Luego si una linea SR corta á dos ó mas 
Paralelas, forma iguales 1.2 los ángulos o y £, 
TY y NR; p y 2, e y m; que llamaremos corres- 
pondientes, 

45 Lo 2. Tambien son iguales los angu- 
los alternos t YC, y 3) Py n, My 0; por- 
que siendo o y £, iguales, y o=e (22), será z 
tambien ¿=e, y lo mismo se prueba de los de- 
Tas, que se llaman alternos por formarse al- 
ternativamente uno por cima y otro por ba- 
jo de la secante: e, £; x, 250n alternos inter- 
ños porque están entre las paralelas; 1, p3 0, 
M, €sternos por estar fuera. ud 


x 
46 Lo 3,* Los ángulos internos £, x de un 


mismo lado de la secante son suplemento el 


uno del otro; porque siendo e=+ (45), y e 
suplemento de x (18); lo será tambien 2: tame 
bien e es suplemento de 2. 


> 


AN dd A 
Al contrario, siempre que una recta RS: xd 
¡pre q C 


corta á otras dos AB, CD formando los úngu- 
los correspondientes iguales, serán dichas li- 
heas paralelas: porque siendo igual su incli- 
hacion con la:SR, no estarán inclinada la una 
á la otra. Tambien serán paralelas AB, CD 
* resultan iguales los ángulos alternos: por- 
si e=t, siendo e=o (22 ), será tambien 

: l=o, es decir, iguales los ángulos correspondien- 
K€s, y las lineas paralelas, Asimismo lo son cuan- 
O Les suplemento de 0; pues siéndolo igual- 

mente e (18), se tendrá ¿—e, y t=o! Juego $xc. 

Ba 


Es 


E . 
+ pa 


es 
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48 De aqui inferirémos 1.2 que si dos án 
gulos MNA, CDE (fig. 18) tienen sus lados 
AN, ED; MN, y CD paralelos, serán iguales: 
porque alargando uno de los lados AN hasta B, 
se tiene ANM=ABC=EDG ( 44 ). 

2. Que si se pide tirar una parale- 
la á la recta CD (fig. 17) por un punto p; 
tirada por p cualquiera recta RS, se traza des- 
de n con cualquier intervalo np el arco pg, y 
desde p con el mismo:intervalo el arco indefi- 
nido rh: se: toma despues la distancia pg y tras: 
ladada de r á h, se tirará por p y Ala AB que 
será la paralela que se busca, por haberse he- 
cho iguales los ángulos correspondientes png, 


1ph (23). 


3.2 Si se pidiese levantar una perpendicu- 
lar en el estremo D ( fig. 16) de una recta AD 
que no se puede alargar; se levantaría en cual. 
quiera de sus puntos la perpendicular CE, y 
tirando como acabamos de decir, por el pun- 
to D una paralela 4 CE, sería perpendicu- 
lar (43). » 

50 Con el instrumento ( fig. C.) compues» 
to de dos reglas unidas con dos hojas de laton, 
y paralelas, que se estrechan y apartan á arbi- 
trio; se tiran cuantas paralelas se quieran en el 
papel: y para que no se manche con tinta, tie- 
ne un chaflan una de las reglas, p 

En el terreno se tira una paralela 4 la 
recta AB por el punto C (fig. D); Jeyantan- 
do en A y B dos perpendiculares iguales AB, 


ES É 
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BD; y tirandó por C y D la CD que será pa= 
ralela 4 AB (42). s 
Por esta operacion se continúa una linea 
AC( fig. E) mas allá de un obstáculo: pues 
si se levantan en A y Glas dos; perpendicula- 
res iguales AE, CF, y tirando por E y E la 
EFH paralela á A, se bajan por dos de sus pun- 
tos G, H, las GD, HB iguales y perpendicu- 

lares á EH; será DB continuacion de AC. 


ARTICULO Y 


De las lincas y de los ángulos, en el circulo 


51* Una recta CT (fig. 19) tirada per- 
pendicularmente desde el centro de un cir- 
culo d una cuerda DS, la divide por me- 
dio lo mismo que á su arco DTS: porque es- 
tando el punto G de dicha perpendicular á 
igual distancia de los dos D y S, lo estarán to- 
dos los demas de CT (29 ); luego P y T dis- 
tarán igualmente de D y S, y será de consi- 
guiente DP=PS, y DI=TS. 

52. Al contrario, sila CT divide por me- 
dio en P la cuerda DS, tendrá dos puntos C y 
P 4 igual distancia de D y S, y de consigvien- 

e será perpendicular 4 DS: lo mismo sucede 
£uando CT divide por medio al arco DTS. 

53 Luego 1.2 los arcos ZD y QS de un 
Mismo círculo comprendidos entre paralelas son 
iguales: pues dividiendo CT por medio 4 los 


És 


pi LS 


de 
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arcos ZDTSQ, y DTS, si de ZDT=ISQ qui- 
tamos DT=15, quedará ZD=QS, , 

54 - 2.2 Se podrá dividir un arco cualquie- 
ra ZTQ en dos partes iguales con la perpendi- 
cular bajada desde el centro sobre su cuerda 
ZO; y la perpendicular CH bajada: sobre TQ 
dividirá su mitad TSQ en otras dos, De suer- 
te que toda la circunferencia de un círculo 
podrá dividirse en cuatro partes iguales, tiran- 
do en ella dos diámetros perpendiculares ED, 
¡AC (fig. 4.), y si cada uno de los arcos ¡gua- 
les AQD, DPC éxc. se divide por medio, re- 
sultarán ocho arcos iguales; y se habrá parti- 
do la circunferencia en 16,32, 64 Ec. par- 
tes iguales dividiendo sucesivamente por me- 
dio dichos arcos, z 

55 3,2 Sivdados tres puntos M, N, O 
(fig. 19 ), se pidiese trazar un circulo por 
ellos, 6 encontrar un punto (igualmente dis. 
tante de los tres; se tirarán las cuerdas MO, 
NO, y divididas por medio con las perpendi- 
culares RO, EC; el punto C donde estas con- 
curren, es el centro del circulo que pasará por 
M, N, O: pues debiendo dichas perpendicu- 
lares pasar ambas por él (52), no puede ser 
otro que G, único punto que tienen comun. 

56 La operacion es la misma cuando se 
da el arco MNO, y se pide su círculo Ó su cen- 
tro: pero es esencial que los tres puntos no 
esten en linea recta; pues si se diesen los pun- 


tos A, C, D (fig. 16); las perpendiculares 
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EC, PD debiendo ser paralelas (43 ), no po- 
drian encontrarse. 

57 De donde se inferirá que una recta no 
puede cortar á un círculo en tres puntos: Co- 
mo también, que dados tres puntos que no es- 
tán en linea recta, queda determinado un cír- 
culo, que no podrá equivocarse con otro: 
pues si dos circunferencias se pudiesen cortar 
€n tres puntos, tendrian un mismo centro > Y 
Mo serian dos sino una misma la cirennferencia. 

58 Si desde un punto A (fig. 20) que no 
sea el centro de un círculo, se tiran á la parte 
de la circunferencia mas distante varias rectas 
AE, AD, AB, AF «ce, 1.2 AB que pasa por 
el. centro, es mayor que cualquiera otra AD: 
pues tirando el radio CD=CB, AD es menor 
que AC+-CD, ó que AC+CB ó que AB. 

59 2. AD es mayor que AÉ que dista 
mas del centro; pues+tirado el radio CE, se- 
rán CO+0D juntas mayores que CD 6 que 
CE su igual: quitando CO.comun queda OD 
mayor que OE, y añadiendo á ambas lineas 
OA, será DO+0A ó6 DA mayor que EO+0A: 
y como EO+0A son mayores que EA, será 
4D mucho mayor que AE, > 

60 Si se tiran á la parte de circunferencia 
Mas inmediata las rectas AM, AN £tc. la AM 
gue alargada pasa por el centro, esla mas 
corta: pues tirado el radio CN, se tiene CA=- 
AN, mayores que CN ó que CM su igual: quie 
tese CA comun, y queda AN mayor que AM. 
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61 Cuando el punto A (fig. 21 ) está fue- 
ra del círculo, sucede Jo mismo: pues siendo 
AN-+NC mayores que AG, resulta quitando 
de una parte el radio CN y de otra el CM, AN 
mayor que AM. Serán pues, iguales las lineas 
tiradas desde cualquier punto (fig. ao y 21 ) 
á igual distancia del centro G: y como solo hay 
dos con esta condicion, una á la derecha de la 
AB y otra á su izquierda; no se podrán tirar 
desde dicho punto tres lineas iguales á la cir- 
cunferencia; y si desde algun punto se pueden 
tirar mas de dos líneas iguales, será sin duda 
el centro del círculo. 

62 Se Mama tangente de un círculo á una 
línea AT (Mig. 22) que aunque se alargue no 
corta sinó toca su circunferencia, y es solo en 
un punto que se lama del contacto; pues si le 
tocase en dos m, n,radas al centro las Cm, 
Cn, que serian iguales (11 JE serian mayores 

ue la perpendicular GT, que se tirase entre 
ellas (39): luego estando el punto T en la cir- 
cunferencia deberian caer fuera de ella m y 
n. Una línea AB que desde cualquier punto A. 
fuera del círculo le:corta'en dos puntos E y B, 
se llama secante. 

63 Tendrémos pues 1.2 que el radio CT 
debe ser perpendicular á la tangente (3 ); 
pues es la línea mas corta que se puede tirar 
desde el centro á dicha tangente; y al contra- 
rio, la perpendicular AT al estremo T del ra. 
= dio CT, será tangente al círculo, Y así para 


S 
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tirar una tangente al circulo en un punto T, 
se tira el radio CT, y se leyanta en T Ja perpen- 
dicular AT: la cual debe ser única, por no po- 
derse levantar mas perpendicular que una des- 
de cualquier punto T (33). , 

64 2.2 Si tres circunferencias de círculo se 
tocan dentro ó fuera; los centros CG. , D, R de 
los círculos , y el punto-o del contacto están 
en una linea recta: porque debiendo los radios 
Do, Ro, Co. ser perpendiculares á la tangente; 
formarán sola-una linea recta (63). 

65. 3.2 Cualquier otra recta DO ( fig. 23) 
tirada por el punto T que no sea la tangente, 
corta al círculo; de suerte que cualquier ángu- 
lo: rectilineo BTD es mayor que el mistilineo 
BTPD, el cual será infinitamente pequeño: pe- 
ro sin embargo puede ser dividido por infini- 
dad de arcos Th, Tb, $c. que se van acer- 
cando á la tangente AB, á proporcion que son 
mayores los radios con que se describen. 

66 Conviene á veces medir los ángulos 
Bo con arcos descritos desde su vértice, sino 
con los de algun círculo junto al cual ó dentro 
del cual están formados; y por eso vamos á 
señalar 4 cada uno la medida que le corres- 
Ponde, segun'su diferente posicion. Empece- 
qnos por el ángulo ATD (fig. 24) que forma 
a tangenté AT con la cuerda TD, que se lla- 
ma angulo: del segmento, y tiene por medi- 


da la mitad del arco TRD que subtende la 
cucrda, - 


doo! ERA e 
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Para demostrarlo tírese por el centro el diá- 
metro PQ paralelo á la cuerda TD, el RS per- 
pendicular 4 PQ y el radio/TC. El ángulo rec- 
to RCP es igual al ángulo ATC tambien recto: 
quítese de ambos el ángulo TCP igual 4 su 
alterno DTC, y quedará DTA=RCT: y como 

al ángulo RCT le mide el arco RT (16), mi- 
tad de DRT (51); este mismo medirá tambien 
al ángulo ATD, Valiendo los dos ángulos ATD 
DTB 180% (18) ó la mitad de toda la circun- 
ferencia TRDQSPT'; si de ella se quita la mi- 
tad del arco RTD, medida del ángulo ATD, 
quedará la mitad de DQSPT por medida del 
ángulo DTB, 

67 De esta proposicion se infiere que la 
edida de nn ángulo BTD (fig 25) cuyo vér- 
“ice está en la circunferencia ( se Hama inscrip- 

to ) es la mitad del arco BD que comprenden 

sus lados, que son dos cuerdas. Porque tirada 

la tangente AT, si de la medida del ángulo 

ATB, que es la mitad de TDB, se quita la del 
ángulo ATD, que es la mitad de TD; «ueda- 
rá la mitad de BD que será medida del án- 
-gulo BTD, 

68 Luego 1.* el ángulo del centro BCD es 
duplo del inscripto BTD' que insiste sobre el 
mismo arco; pues la medida de BCD es el arco 
BD, y la BTD, ¿DBD. Lo 2.* todos los ángulos 
inscriptos A, B, C, (fig. 26) de un mismo círcu- 
lo que insisten sobre un mismo arco FD, son 
iguales; pues tienen una misma medida, 


voy E06 
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69. Lo 3,2 todo ángulo inscripto BTR 
( fig, 27 ) que estriba sobre el diámetro , es 
Fecto: pues vale Ja mitad de 180% ó gos El : 
que insiste en un arco menor que la semicir- te 
a 


. > 


cunferencia como TRB es agudo, y el que es- E 
triba como NMR en mayor arco que la sefni- Ne 
<ircunferencia, es obtuso, 
79 De consiguiente se podrá levantar en 
estreno T de la recta TB una perpendicu- 
lar ; trazando un círculo desde cualquier pun=- 
to G con el intervalo CT, tirando por el ceñi= 


el 


tro y el punto B en que el círculo corta la BT, 
el diámetro BR; pues la TR será perpendicu- ; 
lar á BT; por ser el ángulo RTB recto, p 
dy 71 Si se diese en el terreno la recta BD 0073 
(6. 28), para levantar en su estremo D la pero Wi 
-Pendicular; se atarán en B y D los estremos A 
Yen A la 


mitad de una cuerda BAD: y pa- 
¿ando la parte AB'á ser AG, será la CD per- 
Pendicular, Y a] contrario, para bajar desde CG 
Una perpendicular ácia el estremo de la DB; 
atada la cuerda en G y B, y dividida en su 
Mitad A, se pasa la ACá AD; y tirando CD, 
Será la perpendicular, Porque siendo iguales 
la AC, AB, AD; será A el centro del cír- 
- QUE pasa por C, D, B 57): y de con- 
SigUiente será CB diámetro , Ñ ed CDB 
recto (69), y la CD perpendicular, 

d 2 Para tirar dos tangentes á un círculo 
8 2 UN punto O (Gig. 29) dado fuera de él; 
espues de haber tirado la OC á su centro , se 


Ls 
e 
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trazará desde su mitad H con el intérvalo OH 
un círculo que cortará al dado en los dos pun: 
tos B, T, por los cuales y O tirando las OB, 
OT serán las tangentes: pues tirando los rar 
dios BC.,.CT; serán rectos los ángulos CBO, | 
CIO (69): luego las OB, OT serán perpeb- 
dicularés, y de consiguiente tangentes. 

73  Sise pidiese trazar sobre la recta BD 
(fig. 30) un segmento de círculo, tal que 
todos los ángulos inscriptos en él como BAD, 
“sean iguales á un ángulo dado X; se hará en 
uno de los estremos-B- de la BD un ángu- 
lo DBE igual á X, se levantará sobre BF la 
perpendicular indefinida BH, y en medio + de. 


A e ran 


BD otra perpendicular PT que cortará á la 


BH ensun punto ( que será centro del cír- 
culo que se pide: pues siendo la medida del 
ángulo DBF ó X la mitad de BTD (66), Ja 
misma que tiene el ángulo inscripto BADy 
cualquier otro que insista-sobre la cuerda BD; h 
será el segmento BNAHD capaz del ángulo 
X como se pidió. Ñ 

74 Por esta proposicion será fácil deter- 
minar el sitio de un punto T cualquiera, 


—les 


LA 
(fig. 29) , conociendo el valor de los ángulos 


RTB, BTO que con dicho punto forman las 
rectas TR, TB, TO tiradas á4_los tres obge- 
tos R, B, O, cuya situacion es conocida: pues l 
tirando las lineas BR, BO, y trazando sobte 
BR una porcion de círculo capaz del ángu- 
lo dado BTR; y sobre BO otra “capaz del án- 
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gulo BTO; debiendo el punto T caer en am- 
bos círculos, será aquel en que los dos se cortan, 

75. La medida del ángulo BAR (fig. 31) 
que se lama escéntrico por tener su vértice 
fuera del centro: del círculo en que está; es la 
mitad de los dos arcos BR==HG que abrazan 
sus lados alargados. Porque tirando por C la 
CD paralela 4 HR, será el ángulo BAR=BCD 
(44): y siendo ( 67 ) la medida de BCD, 
+ BD=+BR=-4+ RD=BR=:! HO por ser RD= 
HC (53); será la medida de BAR, ¿BR=+=4HC+ 

76 .La medida del ángulo ZCB formado-en 
la circunferencia con la cuerda BG y la DG 
alargada, es tambien la mitad de los arcos 
BC=+CD- que subtenden las cuerdas: porque 
siendo DCB=-BCZ=180% (18 ) ó la mitad de 


toda la circunferencia CHBRDC, si de ella se 


quita la medida del ángulo BCD que es + BD; 
quedará + BHC=++ CD: por la del ángulo BCZ, 

77 Un ángulo BAP (fig.32) circunscrip. 
10, Ó cuyo vértice está fuera del círculo, tiez 
he por medida la mitad del arco cóncavo BP 
:€N. que insisten sus lados: alargados si es.me- 


Rester, ménos la mitad del arco concexó HR * 


gue comprenden dichos lados. Porque tiran- 
do la RG paralela 4 HB, el ángulo CRP que-es 
igual 4 BAP (44), tiene por medida ¿CP ó 
+BP—+BG, ó últimamente 4 BP—4 HR: pues 
BC=HR (53 ): luego la medida del ángulo 
BAP es 1 BP-4 HR. 


78 - Si se tira HM paralela 4 la tangente 


ae 


"Ad 
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AX, se probará del mismo modo que al ángu* 
lo XAB le mide$XB—+XH: y últimamente 
tirando por Z una paralela á AX, se hallará 
que la medida del ángulo XAZ que forman la? 
dos tangentes, es ¿ XBPZ—+XHRZ. 


De las Figuras 


ARTICULO VI 


A 


De los triángulos y cuadriláteros 


79 Dos solas líneas no abrazan espacio de- 
terminado; se necesitan tres, cuatro, cinco, 0 
mas para encerrarle, Á este espacio cerrado lla- 
marémos figura; rectilinca, curvili.ea ó mis 

, tilinea, segun sean rectas Ó curvas+las líneas 
que la forman: á estas líneas lados de la figura: 
á la suma de todas ambito, contorno, ó peris 
metro: é isoperimetras á las figuras que tie- 
nen perímetros iguales, 

80 La figura ABC (fig, 33) se llama trián- 
gulo. rectilineo: se compone de tres lados AB, 
BC, AC, y de tres ángulos A, B, C: se llama 
eguilátero cuando sus tres lados son. iguales: 
isósceles ( fig. 34.) cuando son iguales dos: es- 
caleno ( fig. 35 ) cuando los tres son desigua- 
les: rectángulo ( fig. 36 ) cuando uno de sus 
ángulos D es recto: obtusángulo cuando uno 
de ellos D (fig, 35.) es obtuso; y acutángulo 
4 ig. 34 ) cuando todos tres son agudos. 


Pd 


, 
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81 Cualquiera de los lados AC (fig. 33) 
Opuesto al ángulo B que se toma por vértice, 
se llama base del triángulo: y altura, la per- 
Pendicular BT tirada desde el ángulo B del 
Vértice 4 la base. Se ve que cuando los ángu- 
Os A, C adyacentes 4 la base AG son agudos, 
Cae la perpendicular dentro del triángulo: cuan= 

9 €s recto uno de dichos ángulos (Sig. 36), 
£s el mismo lado AD del triángulo: y cuando 
es obtuso (fig. 35 ), la OR cae fuera y sobre 
la base CD alargada. El lado AB (fig, 36) opues- 
toal ángulo recto D del triángulo ADB, se 

ama hipotenusa. 

82 Enel triángulo isósceles EDF (fig. 34) 
la perpendicular ER divide por medio la ba- 
se: DF: porque siendo ED y EF iguales, es- 
tará el punto E de la perpendicular ER, y de 
consiguiente todos los demas (29), 4 igual 

Istancia de D y E; luego DR=KF. : , 
Los tres ángulos de cualquier trián» 
gulo valen siempre dos ángulos rectos 6 180.2 

1 se da el triángulo ABC ( fig. 37 ) y se hace 
Pasar un círculo por sus tres ángulos (55 ), se 
Verá (67 ), que la medida de todos tres es la 
mttad de toda la circunferencia ; luego .ya- 
len 180,0 


84. De aquí se infiere 1.2 que alargado 
cualquiera de los lados BC de un triángulo, el 
suero £Sterno ACD es igual á los dos Pp 

05 Y Opuestos A y B: pues su medida es (76 
A(ATCHBRO), medidas de Ay B (6%) 


- 
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a Qué en ningun triángulo pue 

mas que un ángulo recto ó un obtuso: 
do'aleuno es recto » Serán los otros dos co 
mentos el uno del otro (20): y asi con 
.“iendo el uno, será el otro lo que falta para go% 
86 3. Que cualquiera de los ángulos de un 

- triángulo es suplemento de los otros dos (21) 
y y sesabrá su valor restando la suma de ambos 
% de 180%: y al contrario, restando de 180% 
un ángulo de un triángulo, resultará la suma 

de los otros dos. Por eso si dos ángulos de un 

+ triángulo son iguales á dos de otro, el terce- 
25 o que es el suplemento, .será tambien igual 
al tercero, , 
87. 4 Tambien se infiere que en cua: 
quier triángulo los lados opuestos á 3guales Án- 
gulos son iguales; y qué si son' iguales Jos la- 
dos, lo serán tambien los ángulos opuestos. 
Pues siendo iguales. los ángulos, lo deben ses 
'cos que son sus medidas, y de consiguien- 

te sus cuerdas ( 12 ): y si lo son las cuerdas, Jo 
'án los arcos, y los ángulos que miden, Y así 

/ en el triángulo isósceles (fig. 34.) siempre son 
z Iguales los dos ángulos D, E opuestos á los dos 
y lados EF, ED iguales; y en el equilátero. sor 

; iguales los tres ángulos, y por lo mismo vale 
cada uno 60% ó la tercera parte de 180. 
ES Pe 885. Que al' mayor Jado de un: trián- 
ds . F gulo estará opuesto el Inayor ángulo, y al Ea 
$e nor el menor: y al contrario, el mayor ángú- 


lo tendrá mayor lado enfrente: Z mien” 


de da 


ie ds a . ut 
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tías mayor sea: la cuerda, mayor será el arcoy A 
y de consiguiente el ángulo que-mide: y al” 
Contrario, : De Sib 
89 Dos iriárigrilos ABO, abc, (fig. 38) 
son iguales 1. si los tres lados del uno som 
iguales .á los del otro, 6 sí AB=ab, AC=ac, 
CB=cb; pues sobreponiiendo el triángulo abe 
á ABC de modo que bc caiga'sobre BG; el pun- "E 
to b deberá caer en el arco de:círeulo descrito * * 
desde G con el intervalo be=BC, y en el des- 
crito desde 'Á con el intervalo ab=AB: caerá 
Pues en B, en donde se cortan dichos arcos; 
y el triángulo abc se ajustará ó confundirá econ 
+ ABO; luego serán iguales, y 
? go 2.2 Son iguales dos triángulos ABG, 
úbc que tienen un lado AC=ac adyacente ú 
dos ángulos A,C; a, e, iguales; pues ponieh- 
do abc, sobre ABG, de suerte que at calgá so- 
bre su igual AC; caerán los puntos A, C,-S0- 
bre A. C; y como los ángulos A, a; C, Espn 
iguales, el lado ub caerá sobre AB y cb sobre 
++ "CB; luego el punto 6 exerá sobre B, y los trián- 
gulos por ajustarse ó confundirse, serán iguales. 
91 3.2 Pambien lo son cuando tienen un 
Ngdo B=5 formado por dos lados AB, BG; 
bc tambien iguales; pues sobreponiendo 
el triángulo abe 4 ABG, caerán loslados ab, bc. 
“sobre AB y BO, por ser iguales los ángulos 13, E, 
b5 y los puntos a, c sobre A, Q, por la igual» Li, 
dad de los lados; Juego acicacrá sobre AG, y Qe 
Jos triángulos sé ajustarán; Ó'serán iguales. P 


ri IL, e 
e E 
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92 Para formar un triángulo de tres 1 
neas dadas, Ó cuyos tres lados sean iguales 
á los del triángulo abc; se toma una Jinea 
AC=ac, y trazando desde A con el intervalo 
ab y desde C con el intervalo cb dos arcos, se 
tirarán 4 A y C desde el punto B donde se cor. 
tan, las líneas BC, BA; y se tendrá el trián» 
gulo ABC=abc, Cuando se da una recta AC, 
y se pide formar sobre ella un triángulo equi- 
látero; se trazan los arcos desde G y Á con el 
intervalo AC, y Juego se tiran las AB y BC. 
Si se diese un lado ac y los ángulos adyacentes 
a.,c para hacer el triángulo; se formarian en 
los, estremos A, CG de una recta AC=ac dos 
ángulos A, GC iguales 4a,c; y de los lados 
AB, BC juntos en B resultaria el triángulo 
que se pide, En el caso que se den dos lados ab 
bc y el ángulo comprendido b; sé forma un 


ángulo B=b, y cortando BC=bc, AB=ab, 


se tiene el triángulo pedido ABC, 

93 El cuadrilátero, que es una figura 
formada por cuatro líneas y cuatro ángulos: 
se llama trapezoide (fig. 39), cuando no tiene 
lado alguno paralelo á otro; trapecio (fig. 40) 
cuando dos de sus lados AE, BC son para» 
lelos ; y paralelogramo cuando cada lado es 
paralelo á su opuesto. El paralelogramo se lla: 
ma rombo (fig. 41) cuando sus cuatro lados 
son iguales y desiguales sus ángulos contigiios; 
romboide (fig. 42) cuando sus ángulos y lados 
contigiios son desiguales; rectángulo (fig. 43) 


F 
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¿uando sus ángulos son rectos , y desiguales 
dos lados; y cuadrado (fig. 44) cuando sus 
ángulos y lidos son iguales. La rectá EB 
Gig. 42) tirada de un ángulo al opuesto de 
cualquier figura , se llama diagonal ; y la per- 
pendicular AT 6 BD á Ja base EC alargada 
si es menester, altura del cuadrilátero. 
9% Los cuatro ángulos de un cuadrilá- 
tero valen siempre 360% ó cuatro ángulos rec- 
tos: pues tirada la diagonal AG (fig: 40), di- 
chos ángulos son los de los triángulos ACE, 
ABQ que valen 360 (83): HE 

- 95 Si dos lados AD, CB (fig. 43) de 
un cuadrilátero ADBG son iguales y para- 


lelos, lo serán tambien los otros dos AG, DB. 


Porque tirada la diagonal AB, los triángulos 
ACB, ABD que tienen él lado AB comun, 
AD=CB, é iguales los ángulos £ y o (45 ), se- 
rán iguales (91);-luego el lado AC=DB: y. co- 


mo son tambien iguales los árigulos alternos Y, 


Y, serán paralelos AC y BD (47): 


96 De lo que inferirémos 1.? que la dia- 
gonal AG divide el paralelogramo ADBC en 
dos triángulos ACB, ABD ¡guales; pues ade- 


.Xas del lado AB comun á los dos, los ángu- 


X, Y £, o son iguales por las paralelas (45): 
ego (go ), serán iguales los triángulos. De 
consiguiente, un triángulo cualquiera ABC se- 


YÁ Sempre la mitad de un paralelogramo de 
igual base y altura que él. 
97 2. Los paralelogramos ABCE, ano 


ca 
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(fig. 45) de una misma ó igual base BC, 
“que están entre unas mismas paralelas, ó.que 
tienen una misma altura, son iguales: pues 
los triángulos. ABF, ECD que tienen AB=EC, 


BF=CD (95 ), é iguales los oo m, n. com- ' 


prendidos (48), serán iguales (91): quítese de 
ambos el triángulo EKF comun, y quedará 
AEKB=CKED, y si se añade á ambas partes 
el triángulo BKC, resultará: el paralelogramo 
ABCE igual al otro BGDF. De consiguiente 


los. tridngulos de igual base y altura, ó que” ' 


teniendo una misma ó igual base, estan en- 
tre unas mismas paralelas, son iguales; pues 
son mitades de los paralelogramos iguales. 

98 3. Las partes HR, TX (fig. 46) de 
dos paralelas NO, MP. interceptadas entre 
otras dos paralelas AB, CD, son iguales; pues 
resulta de ellas un paralelogramo HTXR cu- 
ya diagonal HX le divide én dos triángulos 
iguales: luego HR=TX: y en todo paralelogra- 
mo serán iguales los lados opuestos HT, RX; 
HR, TX. y 

99 4 Los ángulos opuestos A y B, G 
y D(6g. 43) de un paralelogramo son igua- 
les. Porque siendo paralelos AG, BD, deben 
valer 180% los ángulos A y D(46 ); r 
ser paralelos AD, CB, Habien ye Rea 
180%: luego A y B que tienen un mismo su- 
plemento D, serán iguales (29 ): lo mismo se 
probará de C y D. De,consiguiente, si uno de 
estos ángulos es recto, lo serán igualmente los 


AA 


mtb 
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otros tres: pues si A es recto, lo será tambien 
su 1gual B; y habiendo de componer 180% los 
dos iguales Cy D (94), serán tambien rcc- 
tos ambos, ) 
100 Sidados dos lados bc, ce (fig. 42), Y 
el ángulo c, se pidiese trazar un paralelogra- 
mo; se tomará EC=bc, se formará en E un ángu- 
lo E=o, se cortará EA=ce, y tirando por Á una 
paralela 4 EC y por Gotra 4 EA, resultará el 
paralelogramo AECB que se pide: el cual será 
rectángulo, si el ángulo c fuese de go”, y cuas 
drado si ademas fuese be=ce. > 


y 


ARTICULO VII 


De los. poligonos 


101 Se llama generalmente poligono á la 
figura terminada por mas de cuatro líneas: y 
en particular pentágono á la que consta de 
Cinco, exágono á la que tiene seis, eptagono a 
la de siete, octógono 4 la de. ocho, encágono 
á la de mueve, decágono á la de diez, dode- 
cágono á la de doce..... pentedecágono á la 
de quince kc, Cuando todos los lados y ángu- 
los de los polígonos son iguales, se llaman re- 
gulares, €'irregulares cuando no lo son. Al án- 
gulo B (fig. 47 ) cuyo vértice se mete dentro 
de la figura, le lamarémos entrante: y sa- 
lientes 4 los demas que caen fuera de la figura. 


pidio Polígono ABCDEF (fig. 48) cu 
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yos ángulos tienen todos sus yértices en la cir» 
, cunferencia. de un círculo, se dice estar ¿nse 
cripto en él, ó el círculo circunseripto al po- 
líono: su perímetro que es tanto mayor cuan- 
to mas Jados tiene, es siempre menor que la 
circunferencia del círculo, Cuando los lados de 
un polígono PRTHMN tocar todos al círculo, 
se dice circunscripto á €l, y el círculo inscrips 
to en el poligono: su perímetro que es tanto 
menor cuanto mas lados tiene, es siempre ma- 
yor que la circunferencia del círculo, * 

De consiguiente, cuanto mas lados tenga 
un polígono inscripto ó circunscripto á un cír= 
culo, mas se acercará á su circunferencia: y sí 
el número de lados se concibe infinito ó ma- 
yor qué cualquiera asignable, se confundirá su 
perímetro con dicha circunferencia del círculo, 
el cual se podrá considerar como un poligo- 
noinfinitángulo óde wa infinidad de lados. 

103 Las perpendiculares OT, OR. «e. 
(fig. 49) tiradas desde el punto medio O ó cen. 
tro de un polígono ABCDE sobre sus lados 
AB, BC kxc. se llaman radios rectos ó:apotec. 
mas del polígono; y radios oblicuos á las OA, 
OB, OC. éxc. tiradás desde O 4 los ángulos, 
de suerte que los «ividan por medio. Unas 
otras son iguales entre sí cuando el polígono 
es regular, : 

Los oblituos OA, OB cc. lo son porque di- 
vidiendo la perpendicular OT por medio 4 AB 
(51), tendrán Jos triángulos OAT, OTB, AT= 

, 
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TB, OT comun, é iguales los ángulos ATO, 
OTB comprendidos; luego serán iguales (91), 
y AO=0B: Jo cual se probará igualmente de 
OC, OD éé. Tambien son iguales los radios 
rectos, OT, OR éxc. porque siendo'en: los tián- + 
gulos OTB, OBR, TB=BR por ser mitades de 
los lados iguales AB, BG, el lado OB comun, 
y los ángulos comprendidos OBT, OBR igua- 
les por ser mitades del ángulo B; serán igua- 
les dichos triángulos (91), y OT=0R: lo que 
se demostrará igualmente de Jos demas. 
“104 De aquí se infiere que si se dividen 
por medio dos de Jos ángulos A, B de un po- 
lígono regular con: los radios oblicuos AO, OB, 
y se traza desde el punto O de su concurso un 
círculo con el radio OA 6 BO, quedará inscrip- 
to en él el polígono. Igualmente, si con el im- 
tervalo de uno de los radios rectos OT de un 
polízono se traza un círculo, quedará imscrip- 
to en el polízono ó este cireunscripto al círculo, 
105 La suma de los ángulos interiores 
de todo poligono es tantas veces 180%. como 
lados tiene ménos ios. Lo demostrarémos del 
pentágono ABODE (fig. 50) y lo mismo. se po- 
drá demostrar de cualquier otro. Si desde uno 
de sus ángulos D se tiran diagonales DA, DB 
á los ángulos opuestos A, B, quedará el polí- 
g0no dividido en tres triángulos cuyos ángulos 
valen 3x18p0 (83): y como estos son los mis- 
6 fs que los del polízono, serán estos 31 80? 
( —2)x180%, que son tantas veces 180% co- 


Y 
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mo Jados tiene ménos dos, Lo mismo sucede 
enel polígono ABCDEF ( fig. 47.) no contan-, 
“do el ángulo entrante B- por el lado esterior 
ABC, sino. por el interior que comptehende 
los cuatro ángulos ABF, FBI, EBD y DBC. 

106 Si dicha suma se divide en cualquier 
polígono regular por el número de sus ángulos Ó 
lados, se tendrá el valor de cada ángulo. El del 
pentágono por egemplo, será (3—2)x180% 6 
54.0% divididos por 5, que da 108: el del exá- 
gono vale 4180? ó 720? partidos por 6, que 
da 120% ' É 

107 De consiguiente, para construir cual. 
quier polígono y. gr. un exágono, sobre una 
recta dada AB (fig. 48); formado en B el án- 
-gulo ABG igual al del polígono que es'de 120%, 
se trazará wr círculo desde el punto O en-que 
concurren los dos radios oblicuos AO, OB con 
el intervalo de cualquiera de ellos; y pasando 
con un compás la distancia AB-á los puntos 
CG, D, E, E de su circunferencia 4 los que se 
tirarán BC, CD, DE, EF, FA, se habrá desr 
crito el exágono regular. 

108 Si desde el centro O (fig. 51).de un 
polígono se tiran rectas OA, OB 8:c. á todos 
sus ángulos, quedará «dividido en tantos trián» 
gulos como lados tiene, los cuales á causa de 
sus radios oblicuos iguales, serán isósceles é 
iguales si el polígono es regular, Con efecto, 
los ángulos de estos triángulos valen 5x180? 
(83), de donde si se quitan 360% 6 2x180* 


/ 
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que valen los formados en O que no pertene» 
cen al polígono, quedarán (5=2)x180", valor 
de sus ángulos interiores como Jo digimos ya 
(105). 

109 Cada ángulo de los formados en O, 
se llama ángulo del centro del poligono, y su 
valor en el polígono regular es 360%, que ya= 
len siempre todos , partidos por el número de - 
lados del polígono: en el exágono regular va- 
le 3602 partidos por 66 602: y. como sola- 
mente 6x60, 4xgo0 y 3120 componen 360% 
solo con triángulos equiláteros en los. que var. 
le cada ángulo 60”, con cuadrados cuyo Án-. 
gulo es de 90”, y con exágonos padrá enlo: 
sarse un pavimento con- figuras regulares. 

110 Er cualquiera de los triángulos, 
ABO, se ve (86) que el ángulo del centro 
AOB es suplemento de los otros dos ABO, 
OAB ódel ángulo ABG del polígono 4 que 
equivalen: y como tambien es suplemento de 

BC el ángulo esterior TBC, será este igual 
al ángulo del centro BOA. Lo, mismo se pror 
Hará delos: demas'esferiores RCD, XDE «ce. 
Que se forman alargando ácia una misma par- 
te todos los Jados del polígono: y de-consi, 
guiente la suma de estos ángulos esteriores 
de aluier polígono es siempre 360% como 

vos del. centro, 

jEUa Tanto estos como: los esteriores dis- 
Mminuyen 4 Proporcion que es mayor el nú: 
mero, de lados y así en el círculo, que se com= 
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one de una infinidad de ellos, el ángulo est 
terior BTPD (fig. 23) es infinitamente peque- 
ño como lo dejamos dicho: y por lo mismo el 
ángulo CTPD que forma el radio con la cir- 
cunferencia , se puede considerar como recto. 

112  Valiendo el ángulo del centro. AOB 
(fig, 48) del exágono regular 360% partidos 
por 6 6.60%, valdrán tambien 60% cada uno 
dé los ángulos iguales OAB, OBA (83 y 87), 
y el triángulo AOB será equilátero (80): lue= 
go el lado AB del exágono regular inscrip- 
to en un círculo, es igual al radio AO de 
dicho circulo: de consiguiente, el diámetro 
será igual á 5 del perimétro del exágono, y 
la circunferencia mayor que el triplo del 
diámetro. i ; 

113 Luego para inscribir un exágono re- 
gular en. un circulo; se llevará su radio con 
un compás seis veces sobre la circunferencia, 
señalando los puntos A, B, C gtc. por los que 
se tirarán las cuerdas AB, BC gcc. que for» ¡ 
marán el exágono. Si se tiran despues las cuer- ¡ 

' 
1 


das BF, ED, DB, resultará el triángulo equi- 
Játero inscripto FDB; pues cada uno de di- 
chos lados será cuerda de 120% En él se tie- 
ne el radio oblicuo OB=0G duplo del radio 
recto OX, por ser OX=XC, ¡ 
114 Como cada lado de un polígono ins- 
cripto en un círculo es cuerda de un arco igual 
á 360% partidos por el número de lados; si 
se pidiese inscribir un Poligono regular en un 
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circulo dado; se buscará, dividiendo 360? 
por el número de lados, el arco que corres- 
ponde á cada uno, se tirará la cuerda á di-. 
cho arco , valiéndose del Semicirculo (24), y 
repitiéndolo con el compás por toda la cir- 
eunferencia, quedará inscripto el polígono. Pa: 
Ya trazar en este mismo caso el poligono cir. 
Cunscripto , se alargan los radios oblicuos OG, 
OD (6g, 49) hasta que encuentran Ja PH tan- 
gente al «círculo en el punto Q, y PH será 
el lado del polígono ciremnscripto : Jos demas- 
se determinan del mismo modo. 

115 Si se tiran los dos diámetros AB,.CD 
(Go. 52) perpendiculares el uno al otro, que- 
da el circulo dividido. en cuatro partes igua- 
les, por Jas que se podrá dividir (54) cn 8, 
16,32, 64 £:c. partes, Con el. triángulo equi- 
látero ó con el exágono regular se: le podrá 
dividiren3,6,12, 24., 48 Sc. partes jguales. 

Si se tira Ja cuerda AG de 90% la AH 
lado: de] pentágono ó de 722, y la AT de 60%, 
y se divide el arco TC por medio. en O; se- 
Yá HO de 32, que nose puede dividir ya geo- 
métricamente, Con efeoto, AC—AT Ó 90”— 
6or=300; luego TO=15%; y como TH=A4 — 
AT=72060%=12% será HO=3", con cuyo 


Intervalo se dividirá el círculo en 120 partes 
1guales, 
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ARTÍCULO VIII 


De. las lineas proporcionales 
116 Si en una línea ab (fig: 53 ), que 


fosma con otra ob un ángulo cualquiera abo, 
se toman las partes iguales bn, ne, eh, hk 
Kxc. y por los puntos n, e, h., k, se tiran las para- 
lelas ng, es, hr, kp tc. cortarán en la bo 
las partes iguales bg, gs, sr, rp: e. pues 
tiradas las 43, sc, rl éxc. paralelas á ab; los 
triángulos bnq, 5qs que tienen bh=ne=3s ( 5% 
el ángulo nbg==qs (44), y el bng=q3s (48), 
serán iguales ( 90 ),+y el lado bg será igual 
á-qs. De los triángulos q:s, scr, rlp ke. se 


«sacará del mismo modo que son iguales gs, 


EAST Bic r in 

- 117. Luego la parte bn es respecto de la bg, 
loque ne respecto de gs, lo que eh respecto 
de sr £xc. es decir, que bn:bqune:qs::ehisr:hkerp:: 
gcc. de consiguiente será (180 t.-1 ) ba su-' 
ma de los antecedentes de dichas razones, á bo 
suma de lós consecuentes, como nn anteceden- 
te bn á su consecuente bg; como dos antece- 
dentes be á dos consecuentes bs; y como cual- 
quier número de antecedentes nk á igual nú- 
mero de consecuentes qp: ó ba:bo::bn:bq:be:bs;. 
ni:qp tc. de manera que si ba es los dos ter- 
cios de bó, tambien bn será los dos tercios de 
bg; be de bs; nl de qp tc. 
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118 De aqui se infiere lo 1, que cual- 
quiera recta hk (fig. 54) paralela á. la base 
ad de un triángulo divide proporcionalmen-= 
te los otros dos lados ab, bd: esto es, será . 
Oh:ha:bkekd.; y bh:ba:bl:bd. Tambien será bd: 
bl::da:kh;pues tirando por k la kp paralela 410, 
será por lo que acabamos de decir, bd:bl:zad; 
ap=hk (98). : 

119 2, A] contrario, siempre que una rec: 
ta hk divida proporcionalmente los lados ba, 
ad de un triángulo abd, será paralela á la ba- 
se bd: porque como la paralela á la base, tira- 
da- por k. ha de cortar en ba una parte bh 
que tenga con ha la misma razon que bk con 
kd (1 15) la Jade dela que esto se verifica, de- 
berá ser paralela á ad. a 

120 3.2 $1 desde un punto cualquiera, b 
(faz. 55), se tiran á una recta de muchas 
otras ba, be, bd; be; las cortará proporcio- 
nalmente una linea hk paralela. ád la base, 
Porque (118) en los triángulos bac., bed, bde, 
sa hke paralela 4 sus bases, corta los Jados de 

erte que bh:ha::bq:9c::bp:pd::bk:ke, y bh:ba:: 
ld se ; 

X21 Siendo en el triángulo bac (118) bg: 

“lqac, y en el triángulo bcd, bq:bc:gpicd:; 
será haac:gpied, 6 hg:qp:acicd: del mismo 
Modo se probará que qp: ple: cd: de; luego lg: 
gp pk:acedade, Lo mismo se verifica cuando 
> paralela ot corta las ab, bc, bd, be alarga- 

55 pues tomando en ba, bn=bt, y tirando 


) 
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por n la nm paralela 4 ae; los triángulos bra; 
bxs, bsm son iguales á btz, bzr, bro (90), por 
tener cada uno un lado y los ángulos adjacen” 
tes iguales: luego siendo nx:xs:ssmiaciod:de:; se! 
rá tambien tz:ariro:ac:cdide, 

122 4 Si la linca bd (fig. 56/) divide 
el ángulo b del triángulo abc en dos ángu- 
los iguales x, 0; cortará el lado opuesto ac 
en dos partes ad, de proporcionales á los dos 
lados ab, bc; esto es, será adidciab:bc: porque 
tirando por a la az paralela 4 dh que encuen. 
tre en 3 la cb alargada; será el ángulo o=y 
(44), y a=t (45); y por ser x=0, será i=Y, 
y (87) ab=zb. Como la paralela bd 4 az corta 
los lados ac, cz de suerte que ad:dc::zb:bc 
(118); se tendrá poniendo por zb su igual ab, 
ad:dc::ab:bc. Al contrario, sierido los segmen-. 
tos ad,'de proporcionales á los lados ab, bc, 
dividirá la 6d. al ángulo 6 por medio: porque 
siendo ad:de:ab:bc, será adidozzbibe, y (119) 
la bd será paralela 4 az el árigulo y=0 (44 ),: 
y (=x; luego siendo ¿=y, será =o; 

123 5% Para encontrar úna cuarta pro 
porcional ú las tres lineas dadas m,n,0 
(Gig. 57); tirádas dos lineas df, ba que for- 
men un ángulo cualquiera abf, se tomará col 
el compás sobre bf, br igual á la liniea dada 
m, yla bg del tamaño de la ni córtese des" 
pues en ba, la bp igual á la linea o, tiresó 
por py r la pr, y trazando por el punto Y 
la gt paralela á pr; será be la cuarta propor" 


y 
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cional á mm, A.,, 0; pues en el triángulo b/g se 
tiene (118) bribg:bp:bt, 6 minzodt. y 

124 Una tercera proporcional á dos liz 
neas dadas' ít, n, se encuentra tomando en 
Of, br y dg iguales á my n, y sobre ba, bp=n, 
tirando rp, y por gsu paralela gt; pues sien- 
do bribg:bp:bt, será minin 


bt Ó =minibt. 
125... 6,2 Para tirar por un punto dado 
£ (Go, 58) una linea fg, que se encamine en 


derechura al punto del concurso de las dos 
ab, de, cuando este punto está demasiado dis- 
tante para poderse determinar; desde dos pun- 
tos cualesquiera de la ab se tirarán dos parale- 
as ad, be que rematen en Ja de, desde el pun- 
¡10.2 se tiraráá fla af, y á esta la parale- 
la indefinida 51; tómese en ella la parte bg 
Cuarta proporcional á las tres lineas ad, be, 
af 5. y titando por f y gla fa, será la 1 
Bea que se pide: porque siendo ad:be::afbg; 
SI se tiran otras dos paralelas cualesquiera 721, 
RO, será tambien adiafimino : luego cuan- 
O mn sea cero, lo será tambien, no; esto 
£S5 cuando la ab se junte con de, se jontará 
tambien la fe. 
. 126 70 Ultimamente, si se pidiese di. 
vidir una recta ab (ig. 59) en cualesquiera 
Partes, y, gen ocho iguales: se tomarán en 
la línea Df que forma con ab un ángulo cual. + 
quiera abf, comenzando desde, b y con cual- 
quier intervalo de compás bd, las ocho.par- 
tes iguales bd, dy Se, desde c donde concla- 
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yen, a la recta ca, y trazando despues 
por los puntos d, a, -" ke, ¿paralelas 4 ca 


“.  ¿eortarán en ab las ocho partes iguales : pues 


siendo bc:ba::bd:be; dx:eh:xr:hp Ec. serán be, 


cab octavas partes de ab, como bd; dx, 
ar £xc. lo son de bc, , 

127 ¿Si se hubiera de haber. dividido la 
ab en dos partes que tusiesen una razon cual: 
quiera, como 3:5; tomada la suma 3-45=8 de 
partes iguales sobre. bc, y tirada la ca, se ti- 


raría por la tercera division la pr paralela 4: 


ac;, pues siendo br:rc:bp:pa y brirc::3:5 , será 
bp:pa:3:5, 

128 En esta doctrina estriba el método 
de construir las £scalas, instrumento que re- 


presenta en partes pequeñas las medidas de le= 


guas , toesas, varas £<c. tomadas en el terreno. 
Si se toman por eg., á arbitrio en una linea 
cualquiera as (fig, 60) diez partes iguales ad, 
de, ce tc. señaladas con sus números corres. 
pondientes 10,20, 30 tt. y la primera'se di- 
vide en sus diez unidades que representen ya- 
ras, pies étc. se tendrá «uma escala as de 100 
partes iguales. 

Para tomar en ella cualquier número 65, 
de partes; se pondrá enel número 60 una de 
las puntas del compás y la otra en el 5, y es 
te interválo será de 65. partes, Igualmente para 


averiguar el número de partes de Ja escala que 


tiene una linea 7225 tomando su longitud con 
el compás, poniendo la punta en una de las 


2 


E 


pa qd0 e 
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decenas como 40, y viendo adónde llega la 
Otra, si es á 5 tendrá 45, lei 


129 Para construir una ola PIÍAS exac> 
ta y universal; tirada en el punto Á de una le 
nea AG indefinida, la perpendicular AB de 
longitud arbitraria (Sig. 61), y por B la BP pa- 
' ralela 4 AG, se dividirá una porcion AH y su 

Igual BD en diez partes iguales, que.se seña- 
larán con los números 10,20, 30 kc. se tira- 
rán despues trasversales desde 10 á D, de 20 
4 10, de 304 20. Repitiendo tambien en la 
AG diez veces la porcion AH, se leyantarán 
en los puntos E, G £xc, las perpendiculares El, 
GP Kc. 4 Jas que se pondrán los números 100, 
200, 300 Kc, Se dividirá por último la AB 
en diez partes iguales 1, 2,3, 6c. y tirando 
por estos puntos paralelas ; quedará construida 
la escala de mil partes , en la. que los interyas 
los HF, FG-£cc. son de cien partes: Dio, ro 
20 son de diez , cuyas unidades son tp; 
on Exc, ; pues siendo los triángulos D1 0H, Dip, 
“Don, Drs txc. semejantes, será DH de diez par- 
tes, 4 Hro de otras diez; como Ds de: cinco, 
á sr_ de otras cinco; como Dn de dos, 4 On de 
Otras dos.... 

130 Si se pidiesen 265 partes de esta es- 

al Supuesto que HG ó sQ vale 200, D6o.ó 

r 60, y rs cinco; será la distancia TQ de 
265 partes, Asimismo sabremos cuántas partes 
contiene de la escala cualquiera recta; toman- 


'o SU Intervalo con el compás, acomodando 
TOMO 11, Do” 
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una de sus puntas sobre alguna de las lineas 
DH, FI, GP k<c. y viendo despues á qué tras. 
yersal de la BD corresponde. 


ESTAR DIQUE AR 


De la semejanza de los triángulos, y de las 
lineas proporcionales en el circulo 


+ 

131 Dos triángulos atr, bed (fig. 62) son 
semejantes , si los tres ángulos del uno son 
iguales á los del otro, esto es, a=b, t=d, r=c: 
Cuando son iguales los dos ángulos del uno á 
los del otro, lo son los tres (26): y en los trián- 
gulos rectángulos basta la igualdad de uno de 
los agudos; así como en los isósceles la de cual- 
quiera de los tres. De consiguiente , si dada 
una linea de se pidiese trazar sobre ella un 
triángulo semejante á atr; se formarán en d 
y e dos ángulos iguales á £ y 7, y será el trián- 
gulo bde semejante á atr. 

Si en un triángulo atr se tiran paralelas 
mn, pq e. á la base; resultarán los triángu- 
los amn, apq, atr semejantes: pues tienen co- 
mun el ángulo a, y los otros dos iguales por 
las paralelas, Lo mismo sucede cuando los Ja- 
dos del un triángulo one (fig. 63) son parale- 
los 4 los del otro abc; pues deben ser equián- 
gulos: 6 cuando son perpendiculares los lados 
unos á otros, como los de emd ; pues dando á 


asa 
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este la cuarta parte de una vuelta, quedarán sus 
Yes lados paralelos á los de/abc. 

132. Dos triángulos semejantes cualesquie- 
Ta atr, bde (fig. 62), tienen proporcionales 
sus lados homólogos ó los opuestos á: iguales 
ángulos; atbdiarbeztride. Porque, si se toma 
en el lado at, am=bd, y por m se tira la ma 
paralela 4 la base tr: tendrán los triángulos 
amn, bde el lado am=bd, y por ser seme. 
Jantes atr , bde,. los ángulos a=b, y m=t=d; 

ubgo serán ignales (90) y anz=bc, mn=dc; 
Y Como por razon de: las paralelas mn. tr se 
tiene ( 118) atamiaran:irinn; será tambien 
atbd:uarbertride, poniendo por dm, an, mn; 
$us iguales bd , be, de. : : 

133 Al contrario, si los lados homólogos 
de dos triángulos utr, bde son proporcionales 
atbduarbestrde; dichos triángulos serán. se» 
mejantes ; porque tomando am=bd., y iran- 

0. mn paralela á tr; será (118) aLaptarian: 
trim: y como por suposición at:bdzar:be:: 
trdc; será ambdianbezmn:de: los términos 
de la primera: razon am, bd son iguales; con 
que lo serán tambien an y bc, mn.y de; y 
los triángulos amn, bde serán iguales (89), 
uego siendo el triángulo amn semejante á atr 
O deberá ser tambien bde. E 

134 Dos triángulos atr, bde con un án- 
gulo ab, y proporcionales los: lados que le 
Jorman Atbd:zar:bc, son semejantes. Tomah- 
do am=bd, y úirando mn paralela á tr, re- 

Da 
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sulta atamisar:an: y como se supone at:bili 
aribc, será amubdian:be; y siendo amz—bd, 
será an=b0 , y los triángulos amn, bde igua- 
les (91): luego siendo amn semejante á atr; 
lo será tambien bdc, y 0 

135 Si desde el ángulo recto b (ig. 64) 
de un tridngulo rectángulo abc, se baja la 
perpendicular .bd.;, resultan dos: triángulos 
abd, bde semejantes á abc, y de consiguiente 
entre st: pues cada uno de ellos tiene con abc 
un ángulo comun, y un áugulo recto en d;, 
luego son semejantes con abc (131), y de con- 
siguiente lo serán entre sí. 

136 De la semjauza de los triángulos abd 
bde se saca (132) ad:bd:ubdide 6 = ad:bd:de, 
es decir, que la perpendicular bd bajada del 
ángulo recto de un triángulo rectángulo so- 
bre la hipotenusa, es media. proporcional en- 
tre sus segmentos ad, dc. Y como todo án- 
“gulo inscripto abc ( fig. 65) formado sobre el 
diámetro ac de un círculo es recto (69 ), será 
tambien media proporcional entre los sege 
mentos ad, de del diámetro la perpendicu- 
lar bd bajada sobre él desde cualquier punto 
de la circunferencia del circulo, esto es, será. 
+ adbdide, y de consiguiente (197 £. 1) 
(bd ¡»=adxde, : 

137 Y así para encontrar una media 
proporcional entre dos lineas dadas m, n; to- 
mando ad=m y de=n. se jontarán ambas de 
suerte que formen una sola recta ac, que se di- 


; tes (135) (Kg. 64), se saca aci 
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vidirá por medio en o: desde o con el intervalo 
ao se trazará el semicírculo abhe, y la per- 
Pendicular bd leyantada en el punto d del 
concurso de- las dos líneas, será media propor- 
cional entre ad y de, ó entre m y n(136). 
138 . De los triángulos abd , abc semejan- 
:ab:ad (132), 
y de los abc, bde tambien semejantes acibc: 
bexde; es decir, cada lado ab, be de los que 
forman el ángulo recto, es medio proporcio- 
nal entre la hipotenusa y el segmento cor- 
respondiente de la base: y por lo mismo cual- 
quiera cuerda «ab (Gig. 65) tirada desde el es. 
tremo del diámetro ac, es media. proporcio= 
nal entre el diámetro y el segmento ad que 
forma la perpendicular bajada desde b sobre 


aC5 pues tirada la bc, el triángulo abc es rec- 
tángulo en d, 


139  Lnegosi dadast. r, se pidiese una me- 


día proporcional entre ellas 3 se trazaría sobre 
ac=f un semicírculo, se tomaría ad=r, y le 
vantando en d la bd perpendicular á ac; sería 
media proporciona) la cuerda ub tirada de a 
á b: pues en el triángulo rectángulo abc, se tie: 
e acabzabiad ó tabzab:r. 

140 Si despues de haber trazado sobre la 
hipotemusa ac ( fig. 66) del triángulo rectán= 
gulo abe un semicírculo, se alargan ab, ac, y 
Se levanta en c la ce perpendicular á ac, en e 
ha Perpendicular á am, y en g, ho» k, ls ms 

“3 perpendiculares á dichas lineas; se tendrá 
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una série «Je lineas proporcionales + ad.ab:ac: 
aeafag Ec. en los triángulos rectángulo seme- 
jantes abd, abc, ace, acf, afg ke. 

141- De las dos proporciones + ac:ab:ad, y 
+acbcde, se saca (1971. 1) (ab )-=acxad, 
(be Y =acxde : será pues, sumando ambas. 
ecuaciones , (ab)?=(bc)?=acxad+acxde, ó 

ab) +( bo Y =ac( ad+-dc ), ó últimamente 

ab (be *=aqxac=(ac), que es decir; 
el cuadrado (ac)*, de la hipotenusa de un 
triángulo rectángulo es igual dá la suma 
de los cuadrados (ab )?+(bc) de los otros 
dos lados. ; 

142 Las partes de dos cuerdas ad, bc, 
(fig. 67) que se cortan en un circulo, son re- 
ciprocamente proporcionales; esto es, ae par- 
te de la. 1.% es á cb parte de la 2.2 como ec par- 

te de esta a* á ed parte de la 1.%: porque tl- 
-yando las ab y ed, resultan semejantes los trián- 
gulos acb, ced:; por tenerlos ángulos en e igua- 
les (2.2 ), y c=a (68): luego (132 ) ae:cb:: 
ec:ed. Si entre dos paralelas ab, cd.se tiran co- 
mo quiera las ad, bc que se córten, son tam- 
bien recíprocamente proporcionales sus partes 
por la misma razon. 

143 Dos secantes ab, bc (fig. 68 ) tira- 
das á un circulo desde un punto b, son reci 
procamerte. proporcionales con las partes es- 
teriores br, bd; de suerte que dc:ba:br:bd: por- 
que si se tiran ad, y re, los triángulos bre, 
bad que tienen ademas del ángulo h comun, 
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a y C iguales (68), serán semejantes: luego 
( 132 ) br:bd:bciba. 

144 Si se tiran d un circulo desde un 
Punto buna tangente bp y una secante ba, 
la tangente es media. proporcional entre la 
secante y el segmento esterno, 6 ba:bp:bp:br. 
Tiradas las pa, pr, los triángulos apb, pbr son 
semejantes; pues tienen el ángulo b comun y 
a=p (66 y 67): luego ab:bp:bp:r., y (bp)'= 
abxbr (197.1. 1) Del mismo modo se veñifi- 
<a que ab:bo:bo:br, ó que (bo )*=ab»br:, será 
pues, (Lp) =(bo) , y bp=bo0, €s decir, serám 
Iguales las dos tangentes tiradas á un círculo 
desde cualquier punto fuera de: él. 

1145- Por esta proposicion 1.? se encuentra 
una media proporcional entre m y n (fig, 69): 
tomando una linea bi=m y br=n, trazando 
sobre el diámetro tr un círculo, y tirando á 
él desde » la tangente ba, que será media 
Proporcional entre bt y br, ó entre m y n. 

146. 2. Se puede dividir una linea ab en 
media y estrema razon: así se llama la divi- 
sión de ab en dos partes ad, db tales, que la 
Mayor db sea media proporcional entre Ja 
Menor ad y toda la ab. Para esto se levanta 
En el estremo a la perpendicular ac igual á la 
mitad de ab, con el radio ca se traza un cir- 
culo, por h y e se tira bet, y tomando bd= 

*> quedará la ab, dividida en d, de suerte 
que: ad:bd:bdab, Porque siendo (144) bt: as; 
baibr $ (198 £. 1) bi—ba:ba::ba —br:br5 como 


y 
| 
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bt—ba=br=bd, (por ser De—ba=bt—2ac= 

bi=1r), ba br=ba—bd=ad; se tendrá bd: 
bazadibd, ó babd:bdad. Cuando la parte 7£ 
de la secante es igual á la tangente ab, que- | 
da la secante dividida en media y estrema ra- 
zon en 15 pues siendo (144) bt:ba::ba:br; se- 

rá en tal caso btrtortirb, 

147 Si en el triángulo isósceles abc (fig, 70) 
cuyos ángulos b, e sea cada uno duplo de « 

ó de 72%, se divide el ángulo 6 por medio 

con la bt, quedará la ac dividida en media 

y estrema razon en f. Porque siendo semejan- 

tes los triángulos abc, tbc, por tener el ángu- 

lo c. comun, y a=tbc=36"; será ac:cb:cb:ct, 

ó acatiat:ct, pues cb=bt=at por la igualdad 

de los ángulos (87). Luego si be es lado del 

decágono inscripto en un círculo, será el án- 
gulo a=36" (109 ),b y c de 720; y de con= 
siguiente, tirando be, será beat, y el lado del 

decágono inscripto en un circulo' será igual 4 

al segmento mayor del radio dividido en me- ¡ 

dia y estrema razon, 


ARTICULO X 


( 
! 
A 
l 
De la semejanza de las demas figuras | 
: 


148 Tratemos ya de las demas figuras, que 
para ser semejantes deben tener todas sus 4n- 
“gulos iguales, y proporcionales todos sus lados 

* Ó lineas homólogas; es decir, las opuestas á 


á 


e 
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iguales ángulos, ó situadas semejantemente en 
ellas. Serán pues, semejantes los pentágonos 
ABODE, abcde (6ig. 71), si los ángulos Á=a, 
B=5, (—c, D=d, E=e, y los lados AB:ab:: 
BC:bc::CD:cd::DE:de. 
149  »Side dos ángulos homólogos C, c, 
»de dos figuras semejantes ABCDE, abcde, se 
»tiran á los demas las diagonales CA, CE; ca, 
»ce5 los triángulos en que queda dividida la 
ma figura, serán semejantes á los correspon= 
»dientes de la otra.” Pues los triángulos ABC, 
abc y lo mismo se prueba de DEG, dec, ade- 
mas de los ángulos B, b iguales, tienen pro- 
porcionales los lados AB, BG; ab, be que los 
forman (148 ); luego serán semejantes (134). 
Será pues el ángulo no, y (132) AB:ab::AC: 
ac; y como AB:ab::AE:ae, será AC:ac::AEzae, 
es decir, proporcionales los lados AG, AE; ac, 
ae, de los triángulos AEG, aec, ademas de 
ser iguales los ángulos m y 3 que forman; pues 
si del ángulo A—a, se quita 1.0, quedará 
m=x; luego tambien son semejantes los trián- 
gulos ACE, ace, y de consiguiente todos los 
de las figuras. 

150 Por un razonamiento contrario se 
Prueba igualmente que si los triángulos en 
que tna figura se divide, son semejantes á los 
correspondientes en que se divide otra, son 
semejantes las figuras. Y así para construir una 

ghra semejante á otra ABCDE dada, y que 
tenga á bc por lado homólogo de BG; se Jleva- 
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rábc desde C á b!, se tirará por dla b/al 
paralela á AB que encontrará á AC en a; por 
a! se trazará la ale! paralela 4 AE, y por el 
Ja eld! paralela á ED; y resultará la figura 
Cd!e'ab! semejante á ABCDE, Tambien pu- 
do haberse trazado sobre el lado bé dado, el 
triángulo abc,semejante 4 ABC (131), sobre 
ac, el triángulo ace semejante 4 ACE, y so- 
bre ec, ecd semejante 4 ECD, y se bubiera te» 
nido la figura abcde semejante 4 ABCDE, 

151. Para copiar una figura cualquiera 
ABCDEE (fig. 72); 1.2 se podrá tirar la dia- 
gonal BE, y bajando á élla desde todos los 
ángulos las perpendiculares AO, FS, DR, CP, 
se verá cuántas partes tienen de uba escala la 
BE, dichas perpendiculares , y sus respectivas 
distancias BO, OS, SP £xc, Tómese despues una 
línea be del mismo número de partes que BE, 
y determinadas por uno y otro lado las distan- 
cias bo, os Exc, de las perpendiculares , dando 
á cada una el número de partes que les cor- 
responde , quedarán señalados los puntos o, s, 
p»r5 en los que levantando: las perpendicu- 
lares 04, sf Sc. del mismo tamaño que OA, 
SF Kc. se tendrán “Jos puntos b, a, f, d Kc. 
mas principales de la figura: los demas se pue- 
den dibujar á ojo; advirtiendo que si no basta 
la BE para determinar dichos puntos por ser 
muchos, Ó por ser grande su distancia res- 
pectiva, se tirará otra. base perpendicular á 
BE por cuyo medio se determinarán. 
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152 2.2 Tambien se pudiera haber *copia- 
do aplicando el papel ó lienzo en que está 
a figura á otro, y picando despues con un al- 
filer “sutil los puntos 'mas principales por los 
Cuales se podrán determinar los demas. 

153 3.2 Si despues de haber picado con 
un alfiler los puntos de la figura, se aplica 
sobre otro el papel picado, y se repasan to- 
dos ellos con un cisquero, que es un lienzo 
atado por sus puntas con carbon molido den- 
tro; quedarán señalados dichos puntos en el 
Papel que se renovarán con tinta ú otro color 
permanente. 

154 4.2 Aplíquese sobre-un papel, otro 
dado de cualquier color que se quite facilmen- 
te como el de cualquier género de lapiz; pón- 
gase sobre ambos la figura que se ha de co- 
Piar, y repasando con una punta roma todos 
OS contornos y puntos principales, quedará 
Calcada: la figura en el papel. 

155 5. Si se aplica á un cristal la figu- 
Ya dada, en sitio donde le dé bastante'luz 
Por atras, y se pone sobre ella un papel; se 
traslucirá por él toda la figura, y será: facil 
Copiar todos sus puntos y contornos. 

156 6. Ultimamente, cuando se, trata 
en especial de la copia de un cuadro Ó mapa, 


se encierra la figura en un cuadrado Ó rec- 


tángulo ABCD (Sg. E), se dividen los dós 
lados AB, AD en partes iguales, y se tiran 
por ellas líneas paralelas que dividirán el rec- 
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tángulo que se llama cuadrícula, en cuadra- 
dos pequeños: cópiese cada cuadrado corres- 
pondiente en otro rectángulo que se forma 
igual en un papel ó lienzo, dividido en igual 
número de partes, y con las mismas parale- 
las, y se tendrá la copia de Ja figura. 

157 Si en lugar de figuras iguales se qui- 


siese una copia semejante que fuese-la mitad, 


el tercio, cuarto..... del original, se formará 
una cuadrícula que tenga ¡con la dada la ra- 
zon que se desea; y por el primer método 
se tomarán sus lineas con el húmero de par- 
tes de una escala! que tenga la misma razon 
que han de tener las figuras, 

158 En las proposiciones que hemos de- 


mostrado sobre las figuras semejantes se fundan - 


las prácticas de arquitectos, ingenieros y mari- 
nos en las diferentes operaciones de su profe- 
sion. Aquí nos toca solo considerar este asunto 
en general, prescindiendo de las particulares 
aplicaciones que deben hacerse y enseñarse en 
los elementos de cada ina de estas profesiones. 

Para levantar pues el plano de un 
terreno, Ó trazar otro semejante en el papel 
con las distancias respectivas que tienen los 
puntos ú obgetos principales que en él ha- 
ya; sirven. diferentes instrumentos como el 
Grafómetro, la Plancheta, la Brújula tc. 
Mablarémos ahora de estos dos últimos ¿on 
relacion 4 Jos terrenos acesibles por todas sus 
partes, reservando para despues el 1mso del gra 
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fómetro en los sitios en parte ó del todo inac- 
cesibles, b 

La Planchéta es una tabla HIMNO (fig, 73) 

tres pies de/largo, y como dos y medio 
de ancho , colocada sobre un pie como el gra- 
fómetro (25): sobre ella se estiende un papel 
que se afianza con un bastidor que coge el 
perímetro de la tablaz y para dirigir por ella 
visuales 4 los objetos, se usa de una alida: 
da LT con dos pínulas en sus estremos, ó de 
un anteojo si los objetos están á mucha dis- 
tancia, : 

159 + Para levantar un plano con este ins- 
trumento, se mide una base SR desde cu- 
yos. estremos S, R se pueden ver los mas de 
los obgetos que se han de figurar: se pone 
la plancheta en S y un piquete en R, y di- 
rigiendo la alidada de manera que por sus 
pínulas se vea R; se tirará en el papel una 
base EE, dándole tantas partes de una esca- 
1, como varas Ó pies tenga SR. Diríjase des- 
Pues la alidada fijo uno de sus estremos en 

> á todos los objetos A, B, Céxc. del ter- 
Teno, y por cada direccion se tirará en el pa- 
Peluna lea indefinida. Pásese despues el ins- 
trumento-4 R, dejando un piquete en S, y 
alincando con él la ef, diríjanse visuales 4. 
los objetos A, B, Cé8rc. observados, las cua 
les señaladas en e] papel , cortarán las primeras 
en los Puntos a, b,c te. que determinarán Ja 


posicion de los del terreno, á causa de los trián- 


Y 
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gulos semejantes SAR, SBR, SCR 8xc. efa, 
efb, efc Ec. que resultan, 

160 El poco aparato que requiere el uso 
de este e > le hace apreciable para 
determinar los puntos menos principales de ua 
plan forjado ya por un método mas exacto. Si 
se quisiere por egemplo , añadir al anterior 
efcba un punto R omitido; se plantará sobre 
él la plancheta, se dirigirá la alidada por los 
puntos A, a, y despues por B, 6; y el coneur- 
so f delas lineas Aa, Bb tiradas en cada direc- 
cion , señalará la situacion de R : en prueba de 
lo cual la linea tirada por Cc pasará tambien 
por f. Por lo demas, suelen ser considerables 
los errores que pueden. resultar en el uso de la 
plancheta > ya por ser muy agudos los ángulos 
que sobre ella se forman, ya por estar el papel 
espuesto á moverse. Ademas de esto, cuando el 
mal temporal interrumpe la operacion, hay 
que volverla á comenzar sí se ha de hacer eon 
exactitud. S 

161 La Brújula es un instramento de 
marfil, madera ú otra materia sólida (fig. 74) 
¿de dos hasta seis pulgadas de diámetro , Cuya 
parte interior es un círculo con dos diámetros 
que se cortan á ángulos rectos. El estremo de 
uno de ellos tiene una flor de lís con que se se- 
ñala el Morte , uno de los cuatro puntos cardi- 
nales del mundo: desde él empieza la division 
del círculo en sus 3600 ácia la derecha del que 
mira al cielo con la cara al Vorte, el cual tiene 
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el Sur á las espaldas, el Oriente á la derecha 
y el Poniente 4 la izquierda : así se llaman 
los otros tres puntos del mundo. En-el cen» 
tro del círculo sobre un eje de cobre pun= 
tiagudo se coloca una aguja de acero tocada 
al iman, muy en equilibrio para que: pue- 
da dar vueltas con facilidad ; y todo se ta: 
pa con un eristal redondo que encaja en un 
rebajo hecho al rededor del círculo para im- 
Pedir que el aire mueva Ja aguja. 

162 Como esta tiene la virtud comunica- 
da del iman, de dirigir uno de sus estremos 
ácia el Norte y otro ácia el Sur; se cuida de 
colocar tanto en el grafómetro como en la plan- 
cheta una brájula para dar por medio. de ella 
á los objetos Ja misma situacion enel papel 
que tienen eñ el terrenó-con relacion 4 los 
Puntos cardinales del mundo. Con este fin se 
coloca de manera que la linea Vorte-Sur que- 

'£ paralela con el diámetro del grafómetro; 
Pues siendo la base comun de todos los trián- 
gulos que se observan, paralela 4 dicho diáme- 
105 con solo dirijir paralela 4 la aguja la Jinea 
de fe, que es la que pasa por medio de la ali- 
dadas se sabrá con poca diferencia la situacion 
de los obpetos respecto de dichos puntos car- 
dináles, 

163 Dije con poca diferencia, porque la 
aguja segun el tiempo y los diferentes lugares, 
se aparta mas 6 ménos de la direccion del Nor- 
te. Para saber en cuántos grados se separa, Ó 


A 
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el'ángulo de la declinacion de la aguja con 
“Ja linea norte-sur, hay que tirar esta linea en 
' el terreno. Lo que se puede hacer trazando des- 
de un: punto dos lineas de treinta á cuarenta 
estadales, una ácia el sol naciente y Otra:cuan- 
do se pone, y dividiendo por medio el ángu- 
lo que formen las dos, con una linea, que se- 
vá la meridiana ó norte-sur. Si á esta meridia- 
na se-aplica una de las bases AB de la brújula, 
quedará con ella paralela su linea norte-sur; y 
el ángulo que con ella forme la aguja, resta- 
do de 360%, dará el de la declinacion, : 
164 Con ningun instrumento se levantan 
“mas facilmente los planos que con la brújula; 
pero ninguno ocasiona mayores equivocaciones, 
ya sea por tomarse muy agudos los ángulos 
por la pequeñez delas agujas, ya sea por no 
haberse acaso apartado lo bastante de alguna 
mina de hierro en el terreno ; y en casa, de 
utensilios de hierro, puntas de compás, ó de 
otra brújula. Por eso suele servir solamente pa- 
ra determinar el pormenor de un plano; co- 
mo el curso de un rio, la direccion de un ca- 
mino, deuna costa, de una rada, el circuito 
de una laguna, bosque, ó de cualquier país. 
165 Para cualquiera de estos casos se plan: 
farán piquetes A, B, C, D, E (6. 75) en 
todos los recodos mas reparables, se colocará 
la brújula en A, y suponiendo que sea AH 
la: direccion de Ja:iguja; se medirá la AB, Y 
se verá qué número de grados tiene el ángulo 
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HAB. Púestó el instrumento en B,'se medirá: 


igualmente la BG, y el ángulo HBC, repitiens 
do esto mismo en cada recodo; Se tomará des- 
“pues en el papel un punto a, y tirando'á 
arbitrio la a/+ que represente la direccion de: 
la aguja; se formará con el semicirculo un án- 
-gulo hab=HAB, dando 4 ab tantas partes de 
una escala como varas ó pies tuvo AB: se ti- 
rará despues por bla hb paralela á ab, y se 
hará el ángulo hbc=HBG, dando á bc tantas 
partes como medidas tuvo BC, practíquese lo 
mismo en los demas puntos, y se habrá leyan- 
_tado el plan propuesto. » 
106 Los perímetros de dos figuras seme= 
jantes ABCDE, abede (fig. 71) sean regula- 
res ó no, tienen entre si la misma razon que 
sus lados, porciones, diagonales y'demas liz 


neas homólogas. Porque siendo (148) AB:ab:: : 


BU:bc:0D:cd:DE:de , será (199 t. 1) AB+ 
BC+CD+DE 6 ABCDE perímetro de la una 
figura y suma de los antecedentes, á abcde 
perímetro de la otra y suma de los consecuen- 
tes; como un antecedente AB á su.consecuen- 
te ab; como cualquier número de anteceden- 
tes AB+BC=+CD ó ABCD, á igual número de 
<onsecuentes abcd. Y como AB:ab::ACiac::CE; 
ce Exc, (149), serán tambien los lados y pe- 
+ FiMetros proporcionales á las diagonales, y en 

los polígonos regulares á los ratlios rectos , obli- 

<uos Ec. de manera que Ja figura de un períme- 


tro duplo del de otra tendrá lados, diagonales, 
TOMO 11, E 


66 ELEMENTOS 

radios duplos; triplos si fuese triplo e) períme- 
tro $c. S 

167 Todas estas proposiciones tienen lu- 

gar en el círculo, polígono infinitángulo (102), 
que podemos imaginar dividido en infinitos 
triángulos con radios tirados á todos sus puntos, 
que serán las bases y lados infinitamente pe- 
-queños del polígono, De consiguiente, las cir- 
cunferencias de los circulos son entre si co 
mo sus radios ,: diámetros , | cuerdas Y arcos 
semejantes. De manera que dado el diámetro 
y circunferencia de un círculo, y el diámetro 
de otro, si se nos pidiese su circunferencia; di- 
riamos, el. primer diámetro es á su circunfe- 
rencia, como el segundo diámetro á la cir- 
cunferencia que se busca, que sería el 4.2 tére 
mino de la proporcion, 

Pero hasta ahora: está por averiguar la cir- 
cunferencia ó*proporcion de la línea recta que 
exáctamente corresponde á cierto diámetro ,Ó6 
la razon del diámetro á la circunferencia; :te- 
niéndose ya casi por imposible avériguar la que 
se lama (180) cuadratura del circulo. Sinem- 
bargo, son suficientísimas para la practica las ra- 
zones 7:22 que tiene el diámetro á la circun- 
ferencia segun Arquimedes, en la que sale 
un soló pie de ménos en un círculo de 800 
pies; 113:355 que balló Mecio, y que da un 

ie de falta en una circunferencia de 1000000, 
y 1:3,1415926535897932 Kc, hasta ciento 
yeinte y sicte notas decimales, 
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168 Si se diese un diámetro de 16 varas, 
hallaríamos su circunferencia de 502 v. dicien- 
do, 7:22::16:505 o, y al contrario; el diáme- 
tro 16 v. de una circunferencia que tiene 
O; U, se encuentra por la proporcion 22:73: 
So;u:16, Ultimamente, si dado el diámetro de 
O v. se pidiese la longitud de un arco de 322 
40", se buscará primero la circunferencia que 
esde 625 w, y despues se dirá, si toda la cir- 
cunferencia 6 360" tiene 62% v. ¿cuántas ten- 
drá 322 40/? Sáquese el último término, y 
saldrán 52 varas. 
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SECCION 11 
ARTÍCULO 1 


De las Superficies y Planos 


169 El segundo género de estensiori en 
longitud y latitud que se llama area ó super- 
ficie, es el espacio que encierran las lineas: 
y segun sean estas rectas Ó. Curvas, será rec. 
úilinea, curgilinea 6 mistilinea la superficie. 

ambien se llama plana la superficie perfec- 
tamente lisa sin hoyos ni eminencias, como la 
el cristal que es de la que vamos á tratar: 
Y curva aquella cuyos puntos no- estan ¡gual- 
mente altos y bajos: esta será congexa ó cón- 
pá Como el esterior é interior de un cal- 
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«170 Dicha superficie plana que se consi- 
dera formada de infinidad de lineas que lle= 
nan todo su espacio (1), se llama plano cuan- 
do se imagina separada de los Cuerpos ; y co- 
mo ño tiene grueso, cavidades ni prominen- 
cias , cualquiera recta que le toque en dos pun= 
405, le tocará en todos ; pues si no, tendria 
una parte en el plano y Otra mas elevada; y 
no seria recta. Por lo mismo, un plano puesto 
sobre otro le toca en todos sus puntos, y for= 
ma con él un solo plano; pues se tocan precis 
samente todas las rectas que los fórman. 
171 Tres puntos que no están en linea 
recta, determinan la situacion de un plano; 


porque si dos planos pudieran tener tres pun=” 


tos comunes, ó los tendrian, todos y forma- 
rian un solo plano, -ó tendria uno de ellos 
alguna parte elevada sobre el otro plano, lo 
«que no puede ser (169). De consiguiente, tres 
puntos que no. esten en linea recta , no pue- 
den ser comunes á dos planos, 

172 De aquí se infiere que por tres pun- 
tos cualesquiera y. gr. los de un triángulo, 
se podrá hacer pasar un plano; y de consi- 
, guiente dos rectas BD, BC (fig, 76) que se 
corten , estarán en un mismo plano , determi. 
nado por los tres puntos D, B, C; y lo mis- 
mo dos paralelas TH, AB, 

175. Una recta AB perpendicular á un 
plano MNOP , es tambien perpendicular ú to- 
das las lineas puestas en el mismo plano que 


z 
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pasan por “el punto B de la. perpendicular; 
pues si mo lo fuera, se inclinaría ácia algun 
lado del plano, contra el supuesto de ser per- 
pendicular. De consiguiente, dos lineas TH, 
AB perpendiculares á un plano son paralelas 
entre st: pues uniéndolas con. HB son per» 
—pendiculares 4 la HB (43). [ 
174 Desde un puno'tomado en un plano 
9 fuera de. él, no se. puede tirar. mas que una 
Perpendicular d. dicho plano; porque si se,pue . 
leran tirar. dos desde un mismo, punto ,..se 
Podrian tirar. dos perpendiculares desde un 
punto á una ¡linea recia, Jó cual es imposi- 
ble (33)....., y : 
175: Si dos planos ENMA., BOPS, (fig, 
277) se cortan. , la comun seccion: es una linea. 
Tecla: porque si. tomamos dos puntos en di- 
cha seccion , la recta que pase por ellos, ha de 
sestar toda ¿en cada uno, de, los planos. (3,): 
Juego será la comun seccion... y. será. Jinea 
recta, ( 3 
176 Si dos planos EMNA., BOPS. son 
Perpendiculares al. plano RQ ¿su comun sec- 
cion DO será tambien. perpendicular val pla- 
Ro: pues si del punto C:se:levantauna perpen- 
dicular al: plano RQ, deberá hallarse toda en 
cada uno de los planos EMNA , BOPS; duego - 
> Será la comun seccion, 208 
pa *77. La inclinacion, de dos planos AÑ 
Pp se mide por el ángulo ACB que formar 
dos lineas AC, BG perpendiculares á. la co- 
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mun seccion DC, tiradas una en el plano AN, 
y otra en el plano BP: pues si imaginamos 
que sobrepuesto el punto A 4 B, se aparta des- 
pues el plano AN moviéndose al rededor del 
ege DC; trazará B hasta volver 4 su lugar 
el arco AB: luego medirá la inclinación de 
los planos el ángulo -ACB, cuya medida es AB, 
178 Luego en la interseccion y encuen- 
tro de dos ó mas planos se verifica cuanto de- 
jamos demostrado en la interséccion y encuen- 
tro de dos Ó mas lineas (18, 29 Y sig. 27 y 
sig. 43 hasta 48) que escusamos repetir aquí. 
179 Los planos son paralelos cuando tie- 
“hen una. misma direccion, y de consiguien- 
te cuando distan igualmente por todas par- 
tes; y así si un plano “corta dos 6 muchos 
planos paralelos, las comunes secciones son 
tambien paralelas; pues si no, alargándolas 
se vendrían 4 juntar, y de consiguiente los 
planos, contra lo"supuesto de ser paralelos. 


4 


ARTÍCULO 11 


Medida de las superficies 


180 Las superficies se miden con, cuadra- 
dos, por ser la figura mas sencilla: y asi cua: 
drar ó medir una superficie ABDG (fig. 78), 
es averiguar las yeces que en ella cabe otra su- 
perficie cuadrada y conocida abde que se to- 
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ma por la unidad. Y como ABDGC se puede con- 
cebir formada (1) por la recta DG que se, 
mueve paralelamente á sí misma lo largo de 
BD, dejando: rastro tras sí de su movimiento; 
á cada paso Db que ande, igual al Jado dh del 
cuadrado abde que se toma por la unidad, for- 
“Mará tantos cuadrados iguales á abde , cuantas 
veces dicho lado Db ó Dc quepa en la linea Dc, 
que son cuatro, Luego dicha superficie conten- 
drá tantas veces cuatro cuadrados iguales á 
abde , como veces su lado ab 6 DB quepa en 
la base BD, esto es, el producto del núme- 
ro de veces que el lado del cuadrado cabe 

en la base y en la altura. Esto espresaremos 
mas sencillamente en lo sucesivo diciendo que 
la superficie de un paralelogramo rectángu- 
lo es el producto de la base por la. altura, 
bien que con impropiedad; pues ni una li- 
“hea puede multiplicarse por otra no siendo nú- 
mero abstracto (382. 1), y si se pudiera mul. 
tiplicar, resultaría una linea y no una superficie, 
181 Luego 1.2 la superficie de un cua- 
«drado es el producto de la base ó de la altu- 
Ta por si: y la de un paralelogramo cualquie- 
ra BCDF (fig. 45) es el producto de su base 
BG por su altura DT 6 AB y esto es, BGXAB: 
Porque BCDE es igual á ABCE (97), y este 
tiene por superficie 4 BCxAB (180). 
182 2,7 Za superficie de cualquier trián- 
gulo, como mitad que es del paralelogramo de 
igual base y altura que él (00), es la mitad 
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«del producto de su base por su altura, 6 Al 
producto de una de las dos por la 'mitad: de 
la otra. 
183 La superficie de un trapecio abce 
(6. 79) es el producto de su altura ed. por 
«la mitad de la suma de sus báses paralelas 
bc, ae: porque con la diagonal_ac queda di- 
«vidido en los: dos triángulos abc, ace, cuyas 
superficies son (189), + bexed==3aexed: Tue 


go la sama de estas dos superficies ó la del tra-. 


pecio será £ (bc-=ac) xcd. Si se toma ao=o0b, y 
se tira o£ paralela 4'bc, será la superficie! del 
trapecio edxto: porque tirando por: o la mr 


fas á ec, se tiene 2t0en-=me , y to=+' 


en=me)=+ (ac=+=bc), poniendo bin en lugar 
«de an su igual en los triángulos aon , bom 
iguales , por tener ao—ob, los ángulos-en o 
iguales (22), y lo mismo-a y ? (45). 
184 La superficie de un poligono regu» 
«lar ABCDE (fig. 51) es el. producto del radio 
«recto por la mitad de su-perimetro, porque 
«siendo la superficie de:cada:pno de los trián= 
«gulos iguales en que se divide (108), el pro- 
«ducto de su altura OM por la mitad de-su ba 
se AB (182); será la de: tódos los triángulos ó 
“a del polígono”, el producto de la altura 6 radio 
recto OM por la mitad de todas: las'bases ó Jas 
dos del polígono que forman su perímetro, 
-Luego un triánguto que tuviese por base el pe- 
“rímetro del polígono, y su radio recto por altu- 
ra; tendriaJa misma superficie que el polígo» 


A 
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«nO: pues-seria tambien el producto del radio 
por la mitad del perímetro... P ' 
185 Como el círculo es un polígono infini- 
tángulo (102), “será:su superficie el producto 
del radio por la mitad. dela circunferencia, 
6 de esta por la mitad del radio; y «equival- 
drá 4 la superficie de un triángulo, enya base 
«fuese la cirennferencia, y la altura el radio. La 
superficie de un círculo «de 20 pies de diámetro, 
-Cuya circunférencia.es 62% (168); será 3145 
pies Cuadrados , producto de 5 mitad del. radio, 
-por la circunferencia 62%, 
186 La superficie de un sector” de circulo 
-ACBD (fig. 80) que es el espacio contenido en- 
tre dos radios CB, CA y el arco AB, es el pro» 
«dueto dela mitad del radio por el valor, del ar- 
co ADB, Si esté arco por eg. es de 32%-40!, y 
su diámetro de 20 pies; tendrá el arco, 57 pies 
:(168): multiplíquese por,5. mitad del radio, y 
¿resultarán 282 pies cuadr. por la superficie: del 
sector: Api 
187 Un segmento de circulo ABD:ó el 
espácio :encerrado entre un arco ADB. y su 
_ “Cuerda AB, «tiene por superficie á la del sec 
“tor ADEC ménos la, del triángulo ACB. Y, la 
de una: corona X se hallará. buscando. separa- 
damente la de los dos círculos que: la compo- 
“Ben, y restando la: superficie del menor de. 
del Mayor, á 
188 . Para sacar la superficie de un polí- 
:gono irregular, se le divide .en triángulos, en 
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los ménos que pueda ser, se saca la de cada uno» 
ó de cada dos, si se les puede dar una base co- 
mun; y la suma de todos. será la del polígo- 
no. Si en el ABCDEF (fig. 72) se toma la dia- 
gonal BE por base de los dos triángulos SBEC, 
BFE; se sacará de una vez la superficie de am- 
bos, ' multiplicando BE por la mitad de las al- 
turas PC, ES, y añadiendo 4 la superficie que 
resulte, la de los triángulos FAB, EDG que 
se sacará cada una por sí; se tendrá la del po- 
lígono, 4 

189 Cuando está terminado de alguna li- 
hea curva irregular, se le reduce segun lo mues. 
tra la figura 81,4 polígono rectilineo, y des- 
pues de medir las superficies mistilineas: res- 
tantes, Ó como triángulos Ó como segmentos 
de círculo, se unirán á la del polígono para 
tener la total sin error sustancial. 

De consiguiente cualquier terreno accesible 
Ó ¡inaccesible se podrá medir, levantando su 
plano (158 y sig.), y midiendo despues la su- 
perficie del plano que: resulte en el papel en 
partes de la escala que sirvió para el plano; 
esa misma deberá ser la del terreno en pies Ó 


varas. Cuando el terreno está terminado de li- 


neas Curvas como suele suceder en un panta- 
no, bosque Ó montaña; cierresele entre lineas 


rectas, y cercénense de- la. superficie que resul- . 


te, las porciónes que no le pertenezcan, 
Conviene advertir que el terreno que es- 
táen cuesta , nose debe apreciar por su su" 
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perficie aparente, sino por la utilidad que pue- 
de tener en labranza, árboles, casas £c. Todo 
esto se planta y se edifica perpendicularmente: 
es decir, queen la cuesta AB (fig. 128) por 
£g. nunca se podrán plantar mas árboles que 
Os que caben en la linea orizontal AD, De 
consiguiente si se gradúa que cabrán en la cues- 
ta la mitad que en DA; se debe valiiar la su- 
perficie de la cuesta en la mitad de AD, y aun 
en menos, por la incomodidad que trae labrar 
6 edificar en terreno que está pendiente, 


ARTÍCULO 1 
Reduccion y digision de las superficies 


1go Un paralelógramo BCDF (fig. 45) 
se trasforma en un cuadrado, igual en superfi- 
Cie; buscando (139) una media proporcional 
M entre la hase BG y la altura DT, y esta se- 
Yá el lado del' cuadrado: porque siendo BC:M:: 
M:DT) será (197 £. 1) BCXDI—M?: ó la su- 
perficie del paralelógramo igual á la del cua- 
drado. 

191 Una media proporcional entre la mi: 
tad de la base y la: altura, ó entre la base y 
la mitad de la “altura de un triángulo, seria 
el lado del cuadrado igual 4 El en superficie 
(182): y la media proporcional entre el radio 
y la semicircunferencia de un círculo dará el 


10 del cuadrado de una misma superficie 
que: él (185). | 
192 Una figura rectilinea cualquiera 
ABCDE (6g. 82) se reduce á otra igual. en 
superficie, y que tenga un lado ménos; ti- 
rando la diagonal BD, y porel punto C la UG 
paralelaá BD, que cortará en G el lado AB alar- 
gado; tirando despues la DG, resultará el cuadri- 
látero AGDE igual al pentágono ABCDE. Por- 
gue siendo iguales los. triángulos GBD, CBD 
(97) por,ser. de una «misma base y estar entre 
las paralelas BD, CG; si del pentágono se qui- 
ta el triángulo CBD, y se le pone su igual 
GBD, quedará AGDE=ABCDE/Si al cuadri- 
látero AGDE se le quita por el mismo método 
otro lado AE, quedará reducido al triángulo: 
EDG igual á él en superficie: de consiguiente 
cualquiera figura: rectilinea podrá, trasformarse 
en un triángulo: de ¡igual superficie, igualmen- 
te. que en: cuadrado ( 190). 

193 . Para, reducir un triángulo . ABC 
(fig. 83) d otro igual en superficie, que: ten- 
-B4,su, vértice en un punto dado. D ; úrese 
4. los puntos A, Glas DA, DC; por el:vér- 
tice B Ja BÉ paralela á la base AC, y por el 
punto. H_dondela DA. corta 4 BH, la HE pa- 
«ralela: 4 DC; y tirando finalmente la ¿DE ser 
1í ADE el triángulo que ge pide. Porque ti- 
.yando la HC, los triángulos DHE, HEC de 
una- misma base HE,, y. que. estan entre las 
¡paraleJas DC, HE, son iguales (97): júntense 
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con el triángulo AHE en Ja 01. figura, y tés- 
tense de AHE en la 2,2y 3,2 y resultará el 
triángulo ADE, igual 4 ABC: y' como este es 
igual 4 ABOG triátgulo dado, por tener una 
misma base y estar “entre” las paralelas BH, 
AC; será el triángulo ADE=ABC. 

De esta práctica se deduce el modo de 
trasformar un triángulo isósceles Ó equilátero 
ABC en otro obtusángulo 6 escaleno ADE 
que le sea igual. Y si se quiere reducir el 
ABC (fig. E) isósceles 6. equilátero á otro igual 
que sea rectángulo; despues de bajar la per- 
pendicular CD, y alargar la base AB hasta 
que DE sea igual 4 AB, se tendrá ABC=EDG 
rectángulo. ! 

194 . Para dividir «un triángulo ABG 
(62. 84) en las partes iguales que se quiera 
Por eg. en dos, con lineas tiradas desde un 
Punto dado D; se dividirá la base AC en dos - 
Partes iguales en E, 4 donde se tirarán Jas EB 
y ED, y desde B la BF paralela á DE: tíren- 
$e. por último DF, DB, y estas dividirán al 
triángulo en dos partes BDFA, DFCB igua- 
les, Porque los triángulos ABE, EBC de bases 
CE, AE iguales, yy de una misma altura BE, 
son iguales (97): tambien lo son BEF, BDF, 
e tener una misma base BE y estar entre 
as paralelas BF, DE: añádanse 4 ABF, y 
resultará el triángulo ABE mitad del total 
ABC, igual al trapezoide AFDB; y de :con- 
siguiente la"porcion DFCB será la otra mitad. 
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Si se pidiese encontrar en un lado AG del 
triángulo ABC (fig. G) un punto desde donde 
se le divida en cualquier número de partes 
* iguales como en cuatro; se tomará AH=%AC, 
y tirando la HB, será AHB. la cuarta parte de 
ABC: divídase despues BHC en las tres partes 
iguales BHF, FHE, EHC como hemos dicho 
ya(195), y quedará ABCdividido como se pide, 
195 Para dividir en cualesquiera par= 
tes, por 'eg. en dos, un cuadrilátero ABCD 
(fig. 85) desde un punto E. dado en uno de 
sus lados; se reducirá primero al triángulo 


ADEF (192), se tirará despues la DE y la DG 


á la mitad G de la base AF; y será el trián- 


gulo ADG mitad de ADE ó- del cuadrilátero 
ABCD: finalmente trácese por G la GH para- 
lela 4 DE, y tirando EH, dividirá al cuadri- 
látero como se pide. Porque siendo iguales los 
triángulos DEH., DEG de una misma base que 
estan entre las paralelas GH, DE, si se aña- 
den á ADE; se tendrá ADG- mitad del cua- 
drilátero, igual á ADHE, 

196 Para diyidir en cuantas partes se 
quiera, sea en tres, el poligono ABCDÉ 
(6g. 86) con lineas tiradas desde uno de sus 
ángulos D; trasfórmesele en el triángulo TDF 
(192), divídase su base TF en tres partes 
iguales en H y G, y tirando DH, DG; quedará 
dividido el polígono en tres partes iguales: 

ues son iguales Jos tres triángulos TDB, 
HDG, GDF que tienen una' misma altura Y 
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bases iguales. Cuando alguno de los puntos 
G, H, ke. cae fuera del polígono,.como. su- 
cede en ABCDE (fig. 86%), el cual si se di- 
vide en cuatro partes iguales como acabamos 

e decir, queda fuera el punto H; se redu- 
Ce el triángulo HDI al cuadrilátero AODI, ti- 
tando por Hla HO paralela 4 AD, : 

197 Un cuadrilátero ABCD (fig, H.) se 
dividirá en cualesquiera partes iguales por 
€8- en tres con lineas tiradas desde un pun» 
to 1 dado en uno de: sus lados; dividiendo 
AB en tres partes iguales en M y N, tirando 

- las LM, NK paralelas á AD, que dividirá en 
tres partes iguales el paralelógramo ABCD: di- 
vídanse por medio ML, NK en O y R,yti- 
rando por ellos TH, TS, partirán al paraleló- 
gramo como se pide, 


ARTÍCULO 1 


y 
Comparacion de las superficies 


198 . Siendo la superficie de un paralelo» 
gramo el producto de la base por su altura 
(180); si llamamos B la base, A la altura, S la 
superficie de uno; b, a, s la base, altura y su- 
perficie de otro 5 será S=BxA., s—bxa; Juego 
Sis:BxAbxg ; es decir, las superficies de los 
paralelogramos son como los productos de sus 
bases por sus alturas, ó estan en razon com- 
Puesta de bases y alturas (1042. 1). 
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«199 Cuando B=5, la proporcion $S:s::AB: 
ab, se reduce á Sis:Aza, y cuando A=a, es 
S:s::Bib: esto es, los paralelogramos de una 
misma base son como sus alturas, y los de una 
misma altura son como sus bases. 

200 - Silas bases de los paralelogramos es- 
tán en razon inversa de sus alturas, serán sus 
superficies iguales: “y si son iguales, tendrán 
bases y alturas recíprocas : porque si B:b::a:A, 
será (196 t. 1) BxA=bxa Ó S=s: y si S=s 
ó BxA=bxa, será (198 £. 1) Bib:a:A. 


201 Como los triángulos son mitades de 


os É paralelogramos de igual base y altura (96), 
endrán tambien (205 z. 1) la razon compues- 
ta de bases y alturas ; los de igual base serán 
como las alturas; y los de igual altura como 
sus bases: los iguales en superficie tendrán sis 
bases en razon inversa de sus alturas ; y los 
que tengan bases y alturas recíprocas , serán 
iguales en superficie. ¿ 
202 En los patalclogramos y triángulos se- 
mejuntes, en los que la razon de las bases es 
igual á la de las alturas (148), será la razon 
compuesta de bases y alturas que tienen dichas 


¿figuras (196), duplicada de cúalquiera de ellas 
(104 1.1); luego los paralelogramos y trián-- 


gulos semejantes tienen la razon duplicada 
de sus bases ó alturas, ó son como sus cuadras 
dos: y como las bases y alturas són propor- 
cionales 4 todos los lados homólogos , serán 
dichas figuras como los cuadrados de sus 


| 


A 
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lados homólogos 3 y así será Sis:Azar:Br; 
6" Re, 

203 Luego las superficies de cualesquiera 

guras que tienen: la razon compuesta de lo; 

s faetores que las producen, cuando son se- 
Mejantes ; tendrán la razon duplicada de sus 
lados homólogos, ó serán como sus cuadrados: 

¿Pues siendo los triángulos en que dichas figu- 
Jas pueden dividirse, partes semejantes suyas 

149), deberán tener la misma razon que ellos 

194 t. 1), que es la de los cuadrados de sus 
lados homólogos (200). Y así, las super ficics- 

de los poligonos regulares semejantes son en 

ire sí como los cuadrados de sus perimetros, 
diagonales, radios rectos y oblicuos : y las 
super ficies de los circulos ó semicirculos son co- 
mo los cuadrados de las circunferencias, ra» 
dios, didmetros, arcos y cuerdas semejantes. 

204 Por ser (141) (ab)*=acxad=aepd 

(£z. 87), y (bc)?*=acxdc=dpfe; será (ab = 

(bc)'=aepd-+Edpfe: 6:el cuadrado V de la 

bipotennsa ac igual 4 Ja suma X+Z de los 

Cuadrados de los otros dos lados ab, bc: pro- 
Posicion que demostramos (141): y que tam- 
hen consta de que siendo semejantes los trián- 
gulos abe, abil, bie (135), será (200) abc: abd: 

bde(aci(abY (LJ EV , y siendo abe= 

abda-bdo, será V=X+2, : 

205 Luego 1.2 AV y ZA VER 

6 el cuadrado decada lado del ángulo recto, 
es igual á la diferencia entre los cuadrados 
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de la hipotenusa y del otro:lado. 2.2 Cuando 
el triángulo rectángulo es isósceles, el cuadras 
do de la hipotenusa es duplo del cuadrado de 
cada lado, esto es, (ac) =2(ab): ; y de consi- 
guiente ac=V2(ab)*=abV2 , que es una can- 
tidad inconmensurable, y como aces enton- 
ces diagonal del cuadrado abcV, será. la dia- 
gonal de un cuadrado inconmensurable con 
sus lados ; es. decir, no podrá con ¿los lados 
espresarse el valor de la diagonal, 3 

206 32 Toda figura formada sobre la 
fapotenusa de un triángulo rectángulo es igual 


.á la suma de las semejantes, trazadas sobre 


los otros, dos lados: por eg. el semicírculo 
abea. es igual á los semicírculos aXb, bZc: pues 
siendo abca:aXb:bZc:(ac):(ab)*:(bc) (201), 
y (ac) =(ab)=-bc)* 3 será tambien ábca= 


aXó-+bZc. Si se quita de ambas partes aoha, 


bhcb comun, queda aXbo-+bZch igual al trian- 
gulo abc, y cuando ab=bc, se tiene aobX= 
abd. Las porciones de círculo aXbo,.bZch se 
llaman las lúnulas de Hipócrates, quien en- 
contró su cuadratura, 

207 4 El cuadrado de la hipotenusa es 
á los cuadrados de los otros dos lados, como 
la hipotenusa d los segmentos correspondien- 
tes di dichos lados; 6 (ac): (ab)”; (0c):ac; 
ad:dc: porque (ac)”: (ab): (bc) ::abc:abd:bde:; 
aciad:dc ; pues teniendo los tres triángulos una 
misma altura bd, serán como sus bases ac, ad, 
de (199). 


' 
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S : 
208 5. Luego los cuadrados de dos cuera- 


das ab, ah 
a del dim 
ad 


(62. 65) tiradas desde un estremo 
etro., son entre st como las partes 
> Gr que córtan en el las perpendiculares 
bd, hr bajadas de: los estremos” de dichas 
cuerdas: porque en el "triángulo rectángulo 
abc, (ac): (ab)*:aciad, y en aho es (ac): 
(ah)*iaciar; luego (ab)*:(alY::ad:ar. , 
209 De las figuras regulares isoperime- 
tras la que tiene mas lados incluye mayor su- 
Perficie. Sean por eg. , un cuadrado y un pen- 


tágono (fig. 38) : si se inscribe en ellos un cr 


culo, estarán sus superficies en razon de los ra- 
los ac, mn; pues son el producto de la mi- 
tad de su perímetro por dichos radios; Juego 
fm es mayor que ca; porque si fueran ¡puales 
y de consiguiente sus círculos, sería menor el 
perímetro del pentágono que el del cuadrado 
(102), contra lo supuesto de ser iguales; luego 
£5 mayor la superficie del pentágono que la del 
cuadrado. De consiguiente el circulo que es un 
Poligono de infinitos lados, tiene MAYOr st 
Perficie que otra cualquier figura de igual pe- 
rimetro, 

210 Para hacer dos figuras que tengan en- 
Me sí una razon dada como la de 1:3; se to- 
Marán en una linea indefinida ac (6g. 65) dos 
Partes que sean entre sí como 1 :3, de suerte 
qe sea 3ad=dc: desde su mitad o se: traza- 
rá un semicírculo, y levantando en d la per- 
pendicular dh > serán ab, bc tiradas á los es- 

F a- 
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tremos del diámetro los lados homólogos de las 
figuras que se piden, Jas cuales se trazarán 
semejantemente sobre ellos, La razon de la ope- 
racion'es evidente; pues las figuras semejantes 
trazadas sobre ab y bc, son entre sí (201) 
como (ab)»:(bc)*::ad:de::1: 3 (206); luego 8cc. 
211 "Si dada la figura abcde (fig. 71) se 
desease otra de una superficie tripla, Ó que tu- 
viese con ella la razon de 3:1 , Suponiendo á 
uno de sus lados ab de 10 varas, hallaríamos 
£l homólogo AB de la otra figura, haciendo 
1:3:(10)*:300 , cuadrado de AB; de suerte 
que AB=/300=17,32 varas con poca dife. 
rencia: hágase ahora ab: AB:bc:BC::cd.CD:: 
.de:DE, y se tendrá la longitud de los demas, 
que unidos con ángulos iguales á a, b,c, d,c, 
formarán la figura ABCDE que se desea. 


SECCION III 
ARTÍCULO 1 


De los Sólidos 


212 La última especie de estensión que 
"reune longitud , latitud y profundidad ó altu- 
ra , se llama sólido, cuerpo 6 volúmen geomá. 
trico. Será regular, si las superficies que le 
rodean, son iguales y semejantes ; y sus ángu- 
los sólidos iguales ; los demas son irregulares. 
El cuerpo de cuatro superficies se llama tetrae 


AMIA 
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dro, el de cinco pentaedro, y exúáedro, eptae- 

10, octaedro....polyedro el de seis, sicte, 
Ocho... y muchas superficies, 

213 Llamamos ángulo sólido al formado 
de mas de dos ángulos planos que concurren 
en un punto: tal es H (fig. 89) compuesto 
de los ángulos DHA, AHB, BÁC, CHD. La 
medida de estos ángulos compone la del án- 
gulo sólido que es siempre menor que 3600: 
Pues si se tira la perpendicular HO, y las . 

> CO, BO, AO; será cada ángulo AOD 
Mayor que su correspondiente AHD, por te- 
fer su vértice mas cerca de la base comun 
AD; luego todos los ángulos formados en H 
valen menos que los formados en O que com- 
ponen 360” (19). 1 

Tambien cada ángulo de los que forman: 
el ángulo sólido, es menor que Ja suma de los 
demas: pues si llegase DHG por eg. á ser igual 
á DHA=+-AHB-+BHC, puestos estos sobre 
aquel no compondrian un sólido sino un plano, 

214 El sólido ABCFDE ( fig. 90 ) cúyas 

OS Caras opuestas ABC, DEF que son sus 
bases, son dos planos iguales y paralelos, y 
las demas superficies ABED, EBCF, FDAG 
Paralelógramos ; se Hama prisma: y puede 
considerarse formado por el plano ABC movién- 
dose Paralelamente á sí mismo Jo largo de la 
recta AD, dejando rastro de su camino. ABC 
se Mama plano generador, y cada plano in- 
finitamente delgado de los que forma, clemen- 
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to del prisma. La perpendicular HO tirada de 
cualquier; punto de, una de las bases á la otra, 
es la altura: y las lineas AD, BE, FC /ados 
del prisma. Cuando estos son perpendiculares 
á la base ó iguales 4 la altura, se lama.el pris- 
ma recto; y oblicuo (fig. 91) cuando no. Ul- 
timamente , será triangular , cuadrangular 
Ppentagonal £xc. el prisma, segun que el plano 
ABC sea triángulo, cuadrilátero, pentágono Sc, 

215 Cuando el plano generador es un pa- 
ralelógramo ABCD (fig. 92), el prisma que re- 
sulta, toma el nombre de paralelepipedo, que 
tiene por superficies seis paralelógramos: cuan. 
do es un cuadrado ABCD ( fig. 93 ), consta 
de seis cuadrados iguales, y se llama cubo, 
Un círcolo AEBE (fig. 94) produce un sóli- 
do ABDC quese Jlama cilindro; que será rec= 
to. cuando cae perpendicular la línea OH que 
pasa: por los centros: de las dos bases, y es su 
ege: y oblicuo (fig. 95) cuando cae inclinada. 
Tambien puede: considerarse producido el cis 
lindro «por el rectángulo AOHG que dé una 
vuelta al rededor de HO (6g. 94). ; 

216 Si nos figuramos que una recta AH 
(6g. 89) fija en el punto H, corre con el es. 
tremo A. los lados de la figura ABCD ; habrá 
producido la superficie lateral de un sólido 
que se llama pirámide, cuya base ¡es ABCD, 
y Cuyas caras, son triángulos que tienen su 
vértice en un mismo punto H, que es el vér- 
tice 6 cúspide, de la pirámide: su altura es la 
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HO tirada perpendicularmente desde el vérti- 
ce H 4 lx base, y su ege la tirada desde H al 

- “entro del polígono de la dicha base. Cuando 
el ege es diferente de la altura , y el polígo- 
no de la base irregular, será la pirámide ir- 
regular: pero si coincidiese el ege y la altura, 
y el polígono de la base es regular; lo será 
tambien la pirámide, y todos: los triángulos 
CHB, BHA gc. serán iguales é isósceles, Una 
perpendicular HT, tirada desde H sobre uno 
de los lados de la base, la dividirá por me- 
dio (82), y será Ja altura de todos' los trián- - 
gnlos: se llama apotecma. La pirámide trián- 
gular tiene por base un triángulo, la cuadran- 
gular un cuadrilátero «e, 

2 217- Sila base de Ja pirámide fuese un 
círculo (fig. 96) ó un polígono de infinitos la- 
dos, resultará un sólido que se lama cono: que 
se puede considerar formado por el triángulo 
rectángulo AOH que diese una vuelta al re- 
dedor de OH: OH es su ege y altura cuan- 
do es perpendicular: las lineas AH, CH «cc. 
sus lados, que se equivocan con los apotec- 

-209S3 y segun que la OH sea: ó no perpendi- 
Cular 4 la base, será recto ú: oblicuo 'el:como? 

218 Si el semicírculo AEB (Sig. 97) da una 

vuelta entera al rededor de su diámetro AB, 
producirá Ja esfera AEBDA, que es un sóli- 

¿do de revolucion terminado de una superficie 

<Urva, cuyos puntos distan. igualmente del pun- 
to C que es su centro. El arco FA forma en la 
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revolucion el casco ó casquete esfórico FTHA, 
El sector circular FCA engendra el sector es- 
férico CFAHT: FAO mitad del segmento FAH 

roduce el segmento esférico ETHAO, cuya 
Es es el casquete FTHA, Á cualquiera AB 
de los diámetros llamaremos ege de la esfera, 
polos 4 sus dos.estremos A, B; y zona á la 
parte EHFD comprendida entre dos planos 
paralelos. : 

219 Un semipoligono que hubiera dado 
una vuelta al rededor del diámetro, hubiera 
producido un esferoide, regular ó irregular 
segun fuese el polígono: y como el círculo es 
un polígono infinitángulo A 02); será tambien 
la esfera un esferoide infinitángulo. ? 

220 Si imaginamos perpendiculares tira» 
das desde la circunferencia á: todos los pun- 
“tos del diámetro AB, cada una describirá co. 
mo radio en-la revolucion un círculo, y de 
consiguiente juntos todos formarán la solidez 
de la esfera: luego si á la esfera la corta un 
plano cualquiera;, la seccion será un círculo, 
tanto mayor cuanto mas cerca esté del centro: 
los que pasan por él, se llaman circulos má- 
xumos, y los demas menores, 
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ARTICULO: Il 


De la medida y comparacion de las supcr- 
ficies de los cuerpos 


. 221 La superficie del prisma recto (fig. 90) 
Sin contar la de sus bases ABC, DEF, que se 
Mama lateral, se compone de: los paralelogra- 
mos rectángulos AE, EC, AF, cuya médida 
es (180) el producto de sus bases AB, BG, AG 
Por la altura comun AD. Las caras del pris- > 
ma oblicuo (6g. y1)son los paralelogramos AG, 
GD, DT, TE, ÉF de los: lados AF, BG, DH 
Kc. iguales, cuya superficie considerando á es- 
tos lados como bases de los paralelogramos, y 
tirando sobre: ellos sus alturas, ó. las perpen- 
diculares ab, bc, cd, de, es (180) el produc- 
to de estas últimas por una de las bases Ó la- 
08 iguales AF, Lo mismo se debe aplicar al 
Poralelepípedo , cubo y cilindro. 

222 Luego la superficie lateral ó sin con- 
tar las bases, de un prisma (fig. 90), es el pro- 
eecto del perímetro ABC de su base por la 
a AD si es recto; y sí es oblicuo, el pro 
Cucto de uno.de sus lados AF por el períme- 
to elf perpendicular 4 dicho lado. La su- 
perficie del cilindro AD (fig. 94) es el produe- 
to del perímetro ARBE por la altora AC, Para 
medir la del cilindro oblicuo AD (fig. 95) 

sta para la práctica multiplicar uno de sus 


Ñ 


Ñ 
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lados BD por la Jongitud de un hilo: enro- 
Nado por el vestigio de la seccion abed per- 
pendicular á BD. La superficie lateral se aña- 
de á la de las dos bases para tener la total. 
223 Los triángulos ADH, ABH, BCH, 
DCH (fig. 89) que son las caras de Ja pirámide 
ABCDH, tienen por supérficie (182) al produc- 
to de sas bases AB, BG, CD, DA por la mitad 
de HT altura de todos Jos triángulos (214 ): 
luego la super ficie lateral de una pirámide 
es el producto del perímetro AB+-BC+ 
CD=+DA de la base por la mitad de su apo- 


tecma, ó 4 (HTXABCDA). En Ja pirámide in- 


clinada se mide cada cara de por sí, y la suma 
de Ja superficie de todas es la de la pirámide. 
La superficie lateral del cono ACH ¿ fig. 96) 
es la mitad. del producto de la circonferencia 
ABCD de la base por uno de sus lados AH, 
ó + (AH<ABCDA). 

224 En un trozo ó tronco de pirámide de 
bases, abc, ABC paralelas (Gig. 98) los trapecios 
Ab, Bc, Ca, componen su superficie que es 
(183) el producto de la mitad de sus bases 
paralelas AB, ab; BG, bc; CA, ca por la al- 
tura comun ht; órtirando mp, pa, nm por 
la mitad de Aa, Bb, Co; htxmpn: luego. la 
superficie lateral de un tronco de pirámide 
esla.mitad del producto de los perímetros abcs 
ABG de sus bases por la altura ht, esto es 
4 (aboABC)x<ht: 6 mpr<ht, producto del pe: 
rimetro mpn medio entre los de las bases por 
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la altura ht. Tambien la super ficie del tronco 
Ac (fig. 99 ) de pirámide cónica es + ((abe+ 
ABC) xAa, mitad del producto de los pert- 
Metros de. las bases por su lado, ó mpnx=Aa 
Producto del. perimetro medio por dicho lado. 

225 Si consideramos á ab (fig. 97) como 
Uno de los infinitos lados del semicirculo BEA. 
Que produce la esfera, formará en su revolu- 
cion un cóno truncado: cuya superficie, t= 
tando Jas paralelas ad, bg, y por n mitad de 
ab, la nm; será (222) abx«circunferencia mn, 

ajando ahora la ar perpendicular á bg, y U= 
tando el radio Cr; en los triángulos abr, Con 
semejantes (131) se tiene ab:ar=1p:Cn:no; y 
por, ser las .circunferencias proporcionales á sus 
radios ( 167); será ab:p:circunf. Cn: circunf. 
no: luego (196 1. 1) abxcircunf. no=tpxcir- 
cunf. Cn; ó.Ja superficie del cono truncado 
descrito por ab, igual 4 su ege £p multipli- 
Cado por la circunferencia del. círculo 'maxi- 


Mode la esfera, Pruebese lo: mismo de todos 


Os sóliclos que componen la esfera, y tendre- 
Mos que su super ficie es el: producto de su 
ege AB por. la circunferencia de. su circulo 
maximo: de: suerte que si suponemos que el 
diámetro AB: tenga 20 pies, y de consiguién- 
te 62% la circunferencia de su círculo; serán 
20x62% 6.1957>-los pies cuadrados que con- 
tiene la smperficie de Ja esfera, 

296, De aqui se infiere 1.2 que la super- 
£icie. del casco esférico AETH es el producto 


' 1 


“A 


Pe 


% 
Ñ 
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de su altura OA por la circunferencia del cír- 
culo máximo: y la de la zona DEHF el pro- 
ducto de OC por la circunferencia de dicho 
círculo, 2.2 Que la superficie de un círculo 
cuyo radio fuese el ege de la esfera ,' sería 
igual á la de la esfera: pues la circunferencia 
de este círculo sería dupla de la del círculo 
máximo de la esfera. 

227 3.2 Como la superficie del círculo 
máximo es el producto de la circunferencia 
por la mitad del.radio, que es la cuarta par- 

3te del diámetro, y la de la esfera el produc- 
to de dicha circunferencia por todo el diáme- 


tro; equivaldra esta ú la de cuatro circulos 
Máximos. De consiguiente, siendo la super- 


ficic lateral del cilindro cireunscripto (fig. 100) 
el producto de HM ó AB ege de la esfera 
por la circunferencia de uno de sus círculos 
máximos HOGR 6 EQFT, es decir, igual á 
Ja de la esfera; si á- la del cilindro se añade 
la de sus dos bases que son círculos máximos, 
compondrá seis círculos máximos; y la super- 
ficie total del cilindro cireunscripto á la esfe- 
yá, será á la de la esfera como 6:4, Ó como 3:2. 

228 Sólidos semejantes son los cue cons- 
tan de ángulos sólidos iguales y de igual nú- 
mero de superficies semejantes; y asi los de 
diferente especie como un prisma y una pirá- 
mide no pueden: ser semejantes. Como Jas su- 
perficies de los sólidos se componen de dos fac- 
tores del mismo modo que las superficies pla- 


«dad. El escogi 
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nas; demostrarémos como én ellas (196 y sig.), 
las Proposiciones que siguen. : 

229 »Las superficies laterales de los pris- 
»mas son entre /sí como los productos de sus 
»alturas por el perímetro de sus bases , si son' 
»rectos; ó por el de la seccion perpendicular 
»á las alturas, si son oblicuos. Los prismas 
ade igual altura son como los perímetros de 
»sus bases, los de igual perímetro son como 
»sus alturas ; y los de “alturas y perímetros 
»reciprocamente proporcionales son de super- 
aficies iguales, y al contrario. Lo mismo se. 
»debe entender de las pirámides ó conos con 
»la diferencia de poner lado en Jugar de al- 
tura. ' d 
y 230 »Las superficies de los sólidos :se- 
»mejantes son entre sí como los cuadrados de 
»sus lineas homólogas; y de consiguiente las 
»superficies de dos esferas. son como los cua: 
»drados de $us, radios 6. diámetros, 
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ARTÍCULO “111 


De la medida y comparacion de las soli- 
deces de los cucrpos 


231 La solidez de un cuerpo que es el 
eSpacio que ocupan sus superficies, sea ó no 
IMazizo, se mide averiguando las veces que en 
él cabe omo Cuerpo qué se tonía por la uni- 

ido para esto es el cubo, que por 
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tener todas sus dimensiones iguales, es el mas 


sencillo. Sea ab (fig, 92) el solido que se to- 


ma por la unidad, y averigilemos las veces que 
Cube en el prisma AT, 

232 A este sólido le forma: el plano 
ABCD que corre paralelamente la: linea CT 


(213): lnego á cada paso Ch que ande dicho 


Plano, igual á la altura db del sólido ab, for- 
mará tantos sólidos iguales á ab, cuantas ve- 
ces la base cabe enel plano AC: si'son cua 
tro, será la solidez del prisma tantas veces enaz 
tro sólidos iguales á ab, cuartas la altura db 


quepa en CT; luego será el producto del nú- 


mero: de veces que la base ad cabe en AC, 
multiplicado por el número de veces que la 
altura db cabe en la altura CT, Ó mas breve- 
mente el producto de la superficie de la ba- 
se por la altura, y si es recto, por su lado. 

233 Para sacar la solidez del paralelepipe- 
do AT en la suposicion de ser AB de 15 pul 
gadas, CB de 8 y AE de 20; sacaré la super: 
ficie de la base BD, multiplicando AB por CB 
ó 15 por 8, y multiplicando el producto 120 
por la altura AE que es 20; tendié 2400 pul- 
gadas cúbicas Ó cubos de una pulgada: que 
equivalen á 1 pie cúbico y E de pie, divi- 
diendo 2400 por 1212 x121728 , núme” 
ro de pulgadas cúbicas que contiene un pie 
cúbico. . 

234 Luego la solidez de un cilindro rec- 
to AD (fig. 94), es el producta de la super” 


mA A 


-» 


DE. GEOMETRÍA. 95 
ficie de su base AEBF por-su ege: “y la del 
oblicuo (Gig..95) el producto de la superficie 
de su base ARBF por la altura HO: de consi- 
gulente,serán iguales en' solidez los cilindros y 
Plismas que tengan una misma base y altura: 

, 235. Un: plano RQ- (fig. 101) que corte 
duna pirámide TABCDE paralelamente á la 
ase ,'cortará proporcionalmente los lados AT, 
» Gl ke. oy cualquiera otra recta PO tirada 
del vértice 4 la base, y en la misma:razon que 
os cualesquiera: lados homólogos AB, ab, de 
A seccion, Pues «si por la recta TO y los lados 
de la pirámide imaginamos los planos TOA, 
TOB, TOC £xc cortarán: la seccion abede en 
04,.0b,10c,-06, od, las: cuales serán parale- 
las 4á-0A., OB £xc. por ser secciones comunes 
de- los planos paralelos ¿RQ , ABCDE (178); 
luego los: triángulos ATO, BTO, CTO: 8rc, 
serán semejantes Á sus correspondientes aTo, 
bTo., ¿To Ke. y sus lados proporcionales, TO, 
To: TA: Ta: TB:Tb::TC:Te Sc. :AB:iab:BOibckxc, 
236, Luego 1.2 las secciones ABCDE ,abcde 
Serán semejantes; pues se dividen en igual nú= 
Mero de triángulos semejantes, por tener para- 
Clos sus lados: y de consiguiente sús areas serán 
Como los cuadrados de las lineas TO, To ;- pues 
ee tendrá (200) ABCDE; abede:(AB):(ab)?z 
(10) A por ser AB: ab: TO:To (233)... 
«2:51: suponemos iguales las alturas 
TO, MN delas pirámides T APCDE. MEGH 
cortadas porel plano ¿RQ; estarán las seccio» 
p 1 


4 
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nes ibede, faluenla misma razon que las ba. 


ses ABQDE, FGH: y serán iguales si lo son * 


las bases. Pues siendo ABCDE:abcde::(TO):: 
(To); GH: fal: (MN) : (Ma)", y MN= 
TO; será (TO): ( .0)*:: (MN)" : (Mn)», y de 


consiguiente ABCDE:abede:FGH: fgh; luego 


si ABCDEFGH, será tambien abcde—fgh. 

233 3.2 Lás pirámides de igual base y 
altura son iguales en solidez, aunque sea di» 
ferente la figura de sus bases; pues serán 
(202 t. 1) todos los planos Ó elementos que 
componen la solidez de la una, á todos los de 
la otra , como la base de la 1* á la de la 2,2 
luego siendo iguales las bases, serán tambien 
iguales todos los planos; y debiendo haber en 
ambas igual número de ellos por haberse su- 
puesto de igual altura, serán las solideces 
Jguales, x 

239 Esto supuesto, vamos á probar que 
cualquier pirámide es la tercera parte de un 
prisma de igual base y altura que ella: y 
puesto que todo prisma polígono puede dividir- 
se en prismas triangulares de igual base y al- 
turas bastará demostrar Ja proposición del pris- 
ma triangular EDFBAP (fig. 102). Para esto 
tírense desde uno de sus ángulos P las diago- 
nales PE, PF en las caras laterales AEDP, 
BEDP. 


Imaginemos despues un plano que pasan- 


do por EP y PE, separe del prisma la pirás 
mide PEED, y otro que pasando por las dia- 


+ 


a 


«esta de la í 
r 
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gonales- EB, EP' separe del sólido APBEF, 
que queda (fig. 103), la pirámide APBE; y 
endremos dividido el prisma en las tres pirá- 
mides PEFD¿ APBE, EFPB, De ellas las 
dos primeras de bases EDF > ABP y alturas 
PD; "AE iguales, son iguales en solidez (236): 

las APBE, EFPB consideradas sobre las 
bases ABE, BEF que: son triángulos ¡guáles, 
y con el vértice comun P. serán tambien 
1guales: luego siendo la una PEFD de una 
misma base EFD y altura DP que el pris- 
Ma, será así como las otras; su tercera parte. 

240 Siendo pues, la solidez del prisma 
producto de Ja superficie de la base por su al 
tura (230), será la de cualquier pirámide la 
tercera parte de este producto, ó la Ssuper= 
ficic de la base multiplicada por el tercio 
de la altura. 

241 Y como el cono debe ser tambien 
“ tercera parte del cilindro de igual base y 
alta, par ser prisma infinitángulo; será su 


«solidez, el producto de la superficie de la base 


Por el tercio da su altura. 


.242 Para sacar la solidez de' un trozo de 
Pirámide ó cono de bases paralelas (fig. 98 y 
99)5 imaginándole completo, se saca su s0- 
lidez. multiplicando la base ABC por 3 TO, 
multiplicando despues abc por z To, resulta- 
ra la solidez. del trozo Tabc que falta: réstese 
otal, y se tendrá la del tronco. La 


To que se Supone conocida en esta operacion, 
TOMO 11, 6 


( , 
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se saca por lo demostrado (233): pues sien- 
do AB: ab::.TO: To; tendremos (199 £. D 
AB—ab:ab::TO—To:To 6 AB —ab:ab::00:To, 

243 La solidez de la esfera es el produc- 
to de su superficie por el. tercio de su radio: 


porque si la concebimos compuesta' de una: 


infinidad de pirámides que tienen Jos yérti. 
ces Cn su centro, y cuyas bases componen su 
superficie ; tendrán todas por altura el radio 
de la esfera: y será la suma de sus solidéces 
ó la de la esfera el producto de todas sus ba- 
ses, superficie: de la esfera, por un tercio de 
su altura, que es el radio: y así la solidez 
de ¡una esfera de 20 pies de diámetro, cuya 
superficie - es 12575. ( 223 ), será 3ix 
1257=4:190%2 pies cubicos, -Si suponemos 
con Newton que el diámetro de muestro glo- 
bo tiene 19688725 pies de París, y la cir- 
cunferencia de uno de sus círculos máximos 
61878850; tendrá su superficie (223) nd 
1218315660966250 pies cuadrados: y el pro- 
ducto de este número por la sesta parte del 
diámetro dará 3997846798940344927500 
pies cúbicos de que constará Ja tierra. 

244 Luego la sólidez de un sector esféri- 
co. CFAHT (fig. 97) es el producto de la su- 


perficie, del casco FTHA por el tercio del ra: * 


dio. Como esta se compone del segmento 
FOHTA y del cono CFH:; si de Ja solidez 
del sector se resta la del cono, resultará la 
del segmento, 
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245 Za solidez dela esfera es los “dos 
tercios de la del cilindro circtnscripto. Lla- 
memos al radio R-, D al diámetro, C Ja su 
perficie del círculo máximo HOGR 6 EQPT 
8. 100); será 4C la superficie de la esfera 
: (225) > y su solidez + Rx¿C=RxC, esto es, 
3Dx*G, por ser 3 del radio £ del diámetro: y co- 
mo la solidez del cilindro es DxC; será-la 1.2 
á la 2% como 7 DxC:DxG ó conio 531, Óúl 
timamente como 2:3, 
246 Como toda solidez es producto de una 
- Superficie que tiene dos factores, por una lí-" 
Mea > si llamamos B, CG Jos factores de la su- 
perficie 6 base, A su altura, S la solidez de 
un cuerpo, s la solidez de otro,-y a, b, e sus tres 
factores; tendremos S=A xBG, s=ax bc. Lue- 
go será S:s:AxBCiasbc, es decir, las solideces 
de dos prismas 6 cilindros, ó de un prisma y 
un cilindro son entre sí como los productos de 
su base por la altura. De consiguiente, los de 
igual basé seríín como sus alturas, y los de 
igual alturá: como sus bases; pues si Aza, 
resulta S:s:BC:bc: y sí BC—bc; S:s::Aza. 
247 Cuando Aza:bc:BC, se tiene (196+t. 1) 
“BU=axbc ó S=s; esto es, st las bases de los 
sólidos están en razon recíproca con las altu- 
TAS > serán sus solideces iguales, y al contra- 
rio. Todas estas proposiciones se deben enten- 
der tambien de las pirámides ó conos. - 
248 . Cuando los sólidos son semejantes, 
500 Iguales las razones Lia, Bb, Cic (226) de 
. ca 


... 
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los factores de que se componen las solideces 
en la proporcion S:s:ABC;abc 244); luego las 
solideces de los cuerpos semejantes estarán en 
razon triplicada, ó serán como los cubos de 
sus factores homólogos; 6 S:siA3tas:Bs:b3: 


+ Qj:c?: de consiguiente, las solideces de dos 


esferas serán como los cubos de sus radios 6 
dicmetros. y de 

249 Tenemos pues , que las figuras de los. 
sólidos semejantes son como sus líneas homó- 
logas (1 66), sus superficies coma los cuadra. 
dos de dichos lados homólo 0s(228), y sus's0- 
lideces como sus cubos (246): de, manera que 
si los diámetros de dos esferas por eg. tuvieran 
la razon de_3:4;,las circunferencias de sus cír- 
culos máximos serían tambien como 3:4., sus 
superficies ó Jas de las esferas serían como (3)*: 
( al Ó como 9: 16, y sus solideces como 3): 
(4)+ 6 como 27:64. z 

250 Luego para hacer una esfera dupla de 
otra que tuviese 6 púlgadas de diámetro, se ha- 
ria la proporcion 1:2::216 cubo del diámetro 
dado: 432 cubo del diámetro de la esfera. pe- 
dida: cuyo diámetro será 7,96 raiz cúbica 
próxima de 432. 
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ARTICULO 1V 


4 
Método para médir la capacidad de los 
* yasos” que -encierran algun liquido 


251 Para medir la capacidad de un vaso, 
6: las veces que contiene una medida que se 
tía por Ja unidad; como por lo comun los 
Yasos son cónicos'ó cilíndricos, se dispondrá 
un cilindro AH (fig. 104) de estaño ú hoja- 
lata, en el que se echará una 6 dos azi» 
bres de líquido; y tomando una vara (fig. 105). 
se señalarán' en uno de sus lados las partes Ex, 
* 12,2 3 Kc, ¡gnales 4 Ja altura AD que ocupa 
el líquido en el cilindro; a 
252 “Para dividir el otro Jado MN de la 
varas se levantará en N la perpendienlar NT 
¿ 1gual al diámetro AB del cilindro, se tomará 
Ni=IN, y tirando la hipotenusa Tr, será 
diámetro de un círculo ó base dupla de ARB; 
porque (201) los círculos son como los cua- 
Vrados de: sus diámetros, y (T1)(TN)?+ 
(Ni)? =x(TN) (203): señalado pues, T1 des- 
de Náo, se tirará la hipotenusa Ta, y: será 
Por la misma razon diámetro de una base-tri- 
pla de ARB: se trasladará desde N á 3, y se 
“continuará del mismo modo para sacar los diá- 
Metros euádraplo, quíntuplo $xc. Si se dividen 
TN y Nr Por medio en K yt, y se tira la 
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K¿; será diámetro de una base mitad de ARB,: 
que se debe pasar de N á +4, 
253 Para medir ahora el vaso XO(6g. 106); 


se aplicará el lado NM de la vara al diámetro 


XZ, y si coge N3, será triplo de la base ARB 
(ig. 104): y de consiguiente, el hueco XT 


- hará tres veces mas líquido que AC. Mídase 


despues la altura LX con el lado FE de la ya- 
ra, y sl equivale á cinco divisiones; se deberá 
multiplicar 3 por 5 para encontrar las azumy 
bres de líquido que caben en el yaso XO, 
que serán 15, e 

; 254 St el yaso fuere cono truncado, «se 
sacará uma base media, sumando Jas dos: pe- 
ro si la de arriba fuere muy «pequeña, será 
mejor reducir el vaso á sólido regular; pues si 
se sacase la mitad de la suma de las dos bases 


AM y R del vaso ARM (fig. 107); resultaria 


una base poco mayor que la mitad de AM, y 
cuyo producto por la altura MC, daria una:ca- 
vidad igual casi á la mitad del cilindro AC; sien. 
do así que el cono ARM, cuya cavidad se bus- 
ca, es casi el tercio de dicho cilindro (237). 
259 Ultimamente, para averiguar el hue- 
co del tonel BQ (fig. 108); tómese un diá- 
metro medio entre los dos DE, AB, que será 22 
si DE equivale enla vara 4 N3, y AB-4 Na: 
sea la longitud CT=E8, multiplíquese 8 por 
275 y el producto 20 será el número de azum- 
bres que caben en- el tonel. propuesto, que. 
podemos considerar como un- cilindro de una 


/ 
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base media proporcional aritmética entre el 
fondo y su vientre, 


ARTICULO V 


Sólidos regulares 


256 Llamamos así los cuerpos cuyas su. 
perficies son todas polígonos regulares é igua- 
les, y cuyos ángulos sólidos se componen de 
igual número de ángulos planos. Como estos 
no han de llegará 360% (211), y sis ángulos 
de triángulo equilátero componen 6x60%= 
360%; solo podremos formar con ángulos de 
triángulo. equilatero un ángulo sólido de tres, 
igual á 3x60%=180%; de cuatro que vale 
4x60%=240"; y de cinco, su valor 5x60%= 
300”: de donde resultan el tetraedro (fig. 109), 
Cuyas superficies son- cuatro triángulos equilá- 
teros, el octaedro (fig. 110) que consta de ocho, 
y el icosaedro (fig. 111) que tiene veinte, Con 
ángulos de cuadrado solo puede formarse nn 
ángulo sólido de tres igual 4 3x90%=2700; pues 
4x%90%360%: y con tres ángulos de. pentá- 
gono 6 3x108%324> otro , y con ellos se for- 
ma el exácdro ó cubo (fig. 112) rodeado de seis 
Cuadrados iguales, y el dodecaedro (fig. 113) 
que consta de doce pentágonos regulares. Y 
Po del exágono regular valen 

> =360%; es claro que no puede haber 
mas sólidos regulares que los cinco referidos. 
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257 — Si se saca la superficie de úna dodas * 
caras de estos, y se multiplica por el núme- 


ro de ellas; se tendrá la superficie de cada uno, di 


Con este obgeto se han pintado “al lado'de cas 
da sólido las superficies que le rodean, 

258 La solidez del tetraedro se saca como 
digimos (238 ); pues es una pirámide equi- 
látera triangular. La del exáedro se encuentra 
por lo dicho (230). Al octaedro se le conside» 
ra dividido en dos pirámides iguales y séme- 
jantes, y despues se saca la solidez de las dos, - 
Tambien el icosaedro puede imaginarse divi 
dido en: veinte pirámides iguales: y así multi- 
plicando por 20 la solidez de una de ellas, se 
tendrá la del sólido, Ultimamente, tirando rec- 


tas desde el centro del dodecaedro 4 todos sus 


ángulos, resultarán doce pirámides pentágonas 
iguales: con que si se multiplica por 12 la sú- 
lidez de la una, tendremos la del dodecaedro, 


SECCION IV 


y 
sl 
TRIGONOMETRÍA REOTILINEA 


259 Si por los varios puntos de una esten. 
sion cualquiera se firan lineas que formen dife- 
rentes triángulos, y se consigue averiguar el va: 
lor de estas lineas y de los ángulos que for- 
man por medio de algunas de estas dos cosas 
que séños den conocidas, habremos logrado co- 


1 A e 54 
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nocerla posicion y dimension de todas las par- 
tes de diclra estension. Esto es justamente lo 
que sé enseña en este ramo de la geomotría Jla- 
mado Trigonométria que equivale á medida: 
de triángulos, y en la que dado el valor ¿de 
tres, de las. seis cosas de que consta un trián- 
gulo, que son tres lados y tres ángulos; se pres: 
criben reglas para encontrar el de Jas. otras 
tres: no siendo los tres ángulos; pues por ellos 
solo se puede saber la razon de los “lados, pe- 
TO no su longitud, que será diferente: en cada 
uno delos infinitos triángulos que puedén te- 
her unos mismos ángulos (83). A:este fin, co- 
mo los lados de los triángulos no son propors 
cionales á sus ángulos; se han inventado las 
lineas trigonométricas, senos, cosenos, tangente 
tes, secantes que vamos á dar á conocer:-las 
cuales ademas de:ser proporcionales con los 


lados de los triángulos como veremos (280 ); 


son un equivalente de sus ángulos. 

260 Llamamos pues, seno recto ó seno de 
un ángulo ACB (fio. 114) ó de su arco AB á 
la perpendicular AT: bajada del estremo-A de 

icho arco sobre el radio CB-, que pasa' por el 
Otro estremo B: “seno verso á la parte BT del 
radio comprendida entre el seno y el estremo 
del arco: tangente de dicho ángulo ó arco AB 
á la BH perpendicular al estremo B del rádio 
CB, terminada por el radio AG alargado; y se- 
cante á la CH $ radio AG alargado. ¡ 

261 Tambien AD=CT es seno del ángu- 


+ A, ¿A 


“0 a SE 
po 
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lo ACE ó de su arco AE , DE su seno verso, 
EQ su tangente y CQ su secante: y como el ar- 
co AL es complemento de AB; serán AD, DE, 
EQ, CQ, seno, seno verso , tangente y se- 
cante del complemento 'del arco AB, ó mas ; 
brevemente coseno, coseno perso, cotangente, 1 

y cosecante del'arco AB. En lo sucesivo escribi- 
remos sen, cos, tang, cotang , sec, en lugar de 
seno , coseno , tangente , cotangente , secante, 

262 Segun lo que acabamos de decir 1.2 

el seno AT de un arco cualquiera AB es la 
mitad de la cuerda AR del arco ABR duplo 
¿de AB; pues el radio CB perpendiculará AR, 

¿Ja divide por medio (51). Y así el seno del 
arco de:30% es la mitad de la cuerda de 60%, 
que, esel radio (112). 

263 2.2 El coseno AD de un arco AB 
cualquiera es siempre igual á CT «parte del 
radio comprendida entre el centro y Ao y 
su seno verso BT es la diferentia entre el ra- 
dio y el coseno. 3. La tangente BH es igual 
al radio BC cuando el ángulo BCH es de 
45": porque siendo el ángulo CBH recto, y 
BCH de 45", será tambien BHG de 45" (86), 

y la BH=BC. 
264 4.2 Que si en un triángalo rectán- 
gulo CAT se toma por radio -la hipotenusa, 

y se traza un arco AB; serán los otros dos la- 
dos AT, TG seno y coseno del ángulo ACT: 

y si se toma por radio uno de los Jados com0 
CB en el triángulo rectángulo HCB, será el otro | 


+ V , 
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BH tangente, y la hipotenusa CH secante del 
: “ángulo HCB, + 


005265 Enel punto B en que suponemos que 
10 hay arco, tampoco hay seno ni tangente, 
“y el coseno es el radio CB, Al: paso que es mas 

Yor el arco, crece el seno y la tangente , y dis- 
,Minuye el coseno y cotangente hasta que el 

arco lega Á ser BAÉ ó de 90*: entonces es el 
seno el radio EC., que por:ser el mayor de. to- 
dos se llama seno total ó de go”, el coseno, es 
cero y lo mismo la cotangente; y Ja tangente 
Y secante que resultan paralelas, son infinitas. 

266 En pasando el arco de go” comien» 
Zan á menguar los senos y tangentes, y á crecer 
los cosenos y cotangentes hasta que llega á 
180% 6 al punto F', en el que es cero el seno 
y la tangente , el coseno es el radio CE, yla 
“cotangente y cosecante paralelas é infinitas. Pe= 
TO nótese que en cualquier ángulo obtuso es 
Uno mismo el seno, coseno, tangente $«c. que 
en el ángulo agudo su suplemento: por eg, 
el seno del ángulo ACF es AT, seno del ángu- 
gulo ACB suplemento de ACF'; su coseno es 

> SU tangente es FG igual á BH, 4 causa 
de los triángulos CBH., CFG iguales (90): 
Pero todas estas lineas son negativas cuando 
pertenecen 4 los ángulos obtusos , Ó están en 
una situacion contraria á la que tienen Ccuan- 
do pertenecen 4 los ángulos agudos. 

267 Así como un arco se valúa por gra- 
dos, mayores ó menores segun: el círculo 5 asÍ 
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tambien el e: de, un seno que en diferentes 
círculos, tiene distinta longitud , se espresa en 
partes en que-se considera dividido el radio 
del círculo, sea grande ó pequeño. Para que 
este valor sea mas exácto, se supone que el 


- e e 1 


- número de partes en que el radio ó seno total A 
l 


se divide, sea grande como en 1000000, y 
averiguando cuantas de ellas* corresponden á 
cada uno de los senos, cosenos, tangentes 8tc. 
desde 11 hasta 90”, se ha formado una lista 
de ellos, que se llama tabla de los senos, para 
cuya formacion se necesita la doctrina si“. 
guiente. —* ; 
| 
| 


A 


268 Si llamamos r el radio AC de un 
círculo cualquiera, ya: el arco AB; será AT, 
sena; CT,cos a; BH, tang a; CH, sec a 
$xc. Luego si dado el valor del seno AT, se, ' 
nos pidiese el de las demas lineas; 1.2enel 
triángulo rectángulo CAT, donde (CT)= 

CA-)—(AT)» (203 ), 6 :CT=4v La 
AT)?), será cos a=Y (r"—sen*a), así co- 
mo AT=Y ((AG)—(CT)*) ó:sena=Y (r= | 
cos*a). 2.2 Por ser TB=CB—CT (261), será 
Sen ers a= r—cos a. i 

269 3.2 De los triángulos rectángulos se- 
mejantes CAT,“CBH se saca CT:TA:CB:BH 
Ó cos a: sen a:r:tang a : luego tang a=.... 
r.sen a ¿sena A A . Ñ 
A suponiendo r=1 , y ponien, 
do un punto:en lugar del signox. 4.? En los | 
mismos triángulos se tiene CT:CA:CB:CH 9 


"e. Fr > . me 
* 
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2 $8 ¿ 
“eos arar dec a 2, SlClMdO.momoicoóno 
E cosa cosa * Y 


s=1 5: Por ser DE=CE—CD , tendremos 
Cos vers a=r—sen a. mo 

270 62 De los triángulos semejantes 

Da, CEQ se saca CD:DA::¡CE:EQ, ó sen 


“a: r.cos a cosa 
A: COS a::T: col a= = 


E » haciendo... 
sena sena 


r=1. Tambien es BH:CB::CE:EQ ó tang a: 
q pS LS 

FRPICOb AZ —— 2 A 
és tanga “tanga? yan ora 


et A. ; 
— — y p en 
TAR decir, que las tangentes están 


razon inversa de las cotangentes. 7.” Ultima- 


“mente, CD:CA::CE:CQ ó sen a:r:ricosec a= 
eS 1 


sena sena” 


271 Dado el seno BD:=a (fig. 115) de. 
un arco cualquiera AB y de consiguiente su 
coseno CD ó cos a (266); se tendrá el seno 

T de su mitad en el triángulo rectángulo 
ABD, donde por ser AB=V ((BD3= (AD)*), 
« Yesulta ¿AB=BT=+v((BD Y +(AD y),6 
sen +0=4w ( sen*a-sen vers*a ): póngase en 
lugar de sen vers*a su yalor (266) (r—=cos a)* 
12721 cos a-t-cos* a, y será senta=Hw (senza 
“Er iSar cos a +cos*g) : y como sen*a +: 
cosa=ra 6 (BD)*=(CD)'=(CB) en el 
triángulo rectángulo BDC; se tendrá por úl- 
mo, senta=4w (ar? arcos a). 
272 Si dado BT ó sen ta, se nos pidiese 
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el seno BD=a del arco duplo; se sacará de la 
ecuacion . sen +a=4/(2r?—ar cos a) el valor 
de cos A y sustitiido CO..iano 
sen a= (1?—cos*a) que encontramos (266), 
tendremos dicho BD:ó sen a. E 

273 Supongamos ahora conocidos los se» 
nos Elia, DI=b (fig. 116) de los arcos 
AE, DE, y tratemos de encontrar el seno y 
coseno de su suma y de su diferencia. Si se 
toma EB=ED,; será AB la diferencia de los 
arcos AE, DE: bajese el radio CE perpendi- 
cular á la cuerda BD; DM, TL, BG perpen- 
diculares á CA, yy tirando las paralelas TH, 
BK, será (118 ),DH:HK:: KO:OB:: BT: TD; 


20 2 A ea 


esto es, DH=HK, KO=0B, así como DI= - 


- TB (51): luego el seno de DBA suma de los 
arcos propuestos será DM —MH-=-HD—TL+ 
HD; el seno dela diferencia de dichos arcos 
BG—MK=—HM—HK=TL—HD, el coseno de 
la suma CM=CL—LM=CL—TH », y el cose- 
no de la diferencia CGC=CL+LG—CL+TH, 
El valor de estas lineas TL.HD;CL,TH; 
se saca de los triángulos CEF,CTL,DTH se- 


mejantes, donde CE:CT::EF:PL:CE:CT-CE:CL; - 


CE:CF::DT:DH ; CE:EF:DT-TH; 6 pónien- 
doles sus nombres, y: cos b:: sen a: TL—=sc.... 
a r: cos bricos a: CL=“2% 20%, 


senb.c 2 
r: cos a: sen b: DH= 22, risen a:senb: 
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Ms sen 4 Luego... 


A . 
e TL+-HD=DM=sen(a-+b)=.. 


sena. cos becos a. senb 
A AN, 


Pan ng nens a ror sr seen 


A 


» 7 E” es 
4 A ED =BG seri el AE 


2. 005 b—c0s a. sen b 


. 


— : 
AE CL—TH—CM—cos(a-rb)=c coran 


cos. a. cos b—=sen a. sen b 
«a 


———. 


Tr 
42. CL-+-TH=CG=cos(a—=b)=.... 
Cosa, cos b—sen a.senb 


r - E 
274 Supuesto que tang= (267). 


será tang (A == 


al sen a. cos bros a. senb) 


Cos a.cos b=sema.senb 
sena _ senb 


A cos a cos b 
dividiendo numerador y denominador por cos 
a. cos b. Pónganse ahora en lugar de 
Sta senb E tanga  tang.b. 
cosa” zos 5 SUS iguales A 
tendrá por último, tano (a+b)=.. 
en (tan a+-1ang b) zz E 4 
ing o" Y por lo mismo será tang. 
(a—b) llana a-tamg b) 


— 


19-blaMg a.tang 6 


ee 


Pl 
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a75 Dela espresion ia Heli 268) 


e: r. 
sacaremos cotang ( E MOSUN 
eo Y ; E (1. A 2) 
os a.cosb 


rl cos a. cos b—sen a. sen b Dead 


sena.cosbecosa.senb sena  senb 
poa 
cosa  cosb 


2 tang b 
o ia partiendo por cos a. cos b, 
tang a—taug b 
y tanga tangh 
y sustituyendo y aa lugar de... 


sena a senb 
cosa? coshb* 
r0tang a. tang b 


ES tambien cotang ( a—b J= 


Lang a—tangb >> 
276 Últimamente, siendo (267) secante= 
y 
— 5 tendremos secant (ab) = E 
cos Tos (aby 


pe Y 2xr? 
cos a.cos b-sen a. senb 7, reos a.cosb-sen a sen b) 


multiplicando. por 7: multipliquese y párta: 
se el denominador por cos a. cos b, y resultará 


le TO 


(r.cos a. cos bj 12 
cosa 


r.sec a. sec b 


ra poniendo secant y tang en 


se m4 


logar de sus iguales y = 2 (267): y por : 


AS > UL e a 
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, A r.sec a. sec bh 
1gual y: y . El 
8 pa ESec (a b) 1?2+tang a. tang b 

S A Ls S 4 
mismo cálculo con corta diferencia nos dará 


z ES $ 
cose (a+2) rara (A 
Ped y3 ES ya pra 


se VERE 
1 4. Cos b+c0s a. sen b UA 


r- Cos a, cos bx(——+— 
( (Es a cos b 
ec 4. sec bh sec asecb 


ZE0LA ; == (ct 
Sang ariangi' Y O e ag 5 

277 Sten las espresiones sen (ab), cos 
(a+) Kc. suponemos a=b, a=2b, a=3b Kc. 
resultarán los valores de los senos, cosenos, tan- 
gentes £xc. de los arcos duplos, triplos xc. Si su= 
Ponemos b=a y r=1; será sen(a--b)=sen 2a= 
2 sen a. cos a: cos (a-+b)= cos au—cos* a— 
- senza; tang. (a-++bj=tang aa=42%82. pa. 

í 1-tang a 
ciendo b=2a, se tendrá sen 3a=sen a. cos 
2a-+-c0s a. sen 20: cos 3a=cos a. cos 2a— 
sen a. sen 2a, y ast de las demas, 

278 Si suponiendo r—r, se suman las es- 
presiones número 1.2 y 
Y 4 (271); resulta sen (a--b)-+sen (a—b)= 
2 sen a. cos b, cos (a--b)-+=c0s (a—b)=2 cos a. 


ASE: ad P—9); sen, p=sen q= 
P=9)<c0s 4( p-+-9); cos p-=cos q= 
P=9 )c084( p—q); cos q—cos p=.uw 


2 sen 4 ( p-+9)x sen 4 94). 
TOMO 11, P=4) e 
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279 Si-se dividen ahora estas fórmulas 
Jas unas por las otras, se tendrá 
ISENPaZSeng_ sen pg cost (pg) a 
| A genp—seng "gos (pag): sem (pg) 7 
+(p+49)=<c0t + ( py Hen (269 ). 

A 1ang (pq) 
Senpa-seng . SENPSENQ > 
Topo EP ng = 
SERNPHSENG 

1ang3( ere =cots (pg); 
COS PAXOS7_ E 
coLs( E A a a 
“con otras muchas que se pueden sácar. Las pri- 
meras sirven para trasformar los productos de , 
los senos en senos simples; las segundas pa- 
rasustituir á las sumas ó diferencias de los se- 
nos los productos de otros senos, y las terce- 
vas, las tangentes y cotagentes á los senos y 
COSenos, ; 

280 Las proposiciones establecidas ya bas- 
tan para la construecion de las tablas de los 
senos (265): pues considerando dé 1000000 
partes al: radio, cuerda de 60% (112); ten- 
«drá el seno de 30% que es su mitad (260), 
500000: y buscando sucesivamente los se= 
nos de la mitad (269), sacarémos por el de 
¡30% el valor delos senos de, 150 330532 
43/,1%2/30"hasta el de 2 aW3nl que por 
su pequeñez se confunde ya “on su arco. Por 
lo mismo tanto él como el de 1/ serán sin er- 
ror sensible proporcionales con' sus:arcós: y 


se 
cosq-cosp— 


DE GEOMETRÍA. 115 
podremos decir, el arco de Sa 30 es 
A su seno encontrado, como el arco de 11 
€s d su seno. Conocido por esta proporcion 
el valor del seno de 1/, sacarémos el de 21,4/,81 
€c. (270), el de 124/=3/ (271); 3/40/=5, 
el de 10/, 20/, 30!, 60/, 6 el de 1%; y con 
él ¡se sacarán del mismo modo los de los se- 


+ Mos restantes hasta 45% Los demas hasta go? 


son sus cosenos, y su valor se encuentra se- 
gun digimos (266 ): y con los senos y cosenos 
se sacan (267 y 268 ) los valores de las tan» 
gentes y cotangentes, E E 

281 Las tablas que acabamos de enseñar 
á construir, en lugar de los valores de los se- 
nos, cosen, tang. suelen contener solo sus lo- 
garitmos para mayor comodidad en los cáleu- 
los; pero logarítmos sacados por los antiguos 
geómetras que consideraban al radio dividido 
eN! 10006000000 partes. Los modernos supo- 


“niendo el radio de 1000000, han omitido en 


los valores de los senos, tangéntes éxc. las cua- 
tro últimas cifras y algunos cinco, por nó ne. 
Cesitarse tanta exáctitud y pero han dejado los 
logarítmos confórme los sacaron los antiguos, 
El que solo tenga tabla de los logarítmos de 
03 Senos, y quisiese sacar por ellas el valor 
C Un seno y. gr. el de 18% 6/5 debe rebajar 
seis unidades de la característica de su logarít- 
mo 9» 4923083, y buscando 3,4923083 en 
los logaritmos de los números naturales, le ha- 
ara entre 3106 y 3107, y cualquiera: de ellos 
na 
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será con poca diferencia el valor del seno de 
18%/. 
- 282 Habiendo manifestado ya cómo los 
senos equivalen á los ángulos, vamos ahora á 
demostrar que en cualquier triángulo los se- 
nos de los ángulos son proporcionales á. sus 
lados opuestos. Inscripto en un círculo un 
triángulo cualquiera ABC (62 37), siendo ca- 
da uno de sus lados cuerda de un arco duplo 
del que mide el ángulo opuesto (67); será la 
mitad. de cada lado el seno del ángulo opues- 
to: esto es, AP será seno del ángulo B, AN 
seno de C, y BH seno de A: luego siendo los 
lados proporcionales á sus mutades, lo serán 
de consiguiente á los senos de los ángulos opues- 
los; de suerte que será AB:senC::AC:sen B::BC: 
Sen A. - 

283 En el triángulo rectangulo ABD 
(fig. 117) es tambien el seno del ángulo rec- 
to D (que es el radio ó r), ú la hipotenusa 
AB; como*el seno A al lado BD, y como 
el seno B al lado AD: y pues tomando á BD 
por radio, es AD tangente del ángulo B (262), 
y siendo AD radio es DB tangente del ángulo 
A; será BD:AD:ur:tang B, y AD:DB:ur:tang A. 

284 En cualquier triángulo ACB (fig. 118) 
la suma de los dos lados BC=+AC que com- 
prende el. ángulo C, es á su diferencia BC— 
AC; como la tangente de la mitad de la sue 
ma de los otros dos ángulos A, B, es ú 
la tangente de la mitad de la diferencia 
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de estos dngulos: ó BC-+AC:BC—AC:: tang 
¿(A+B): tang +(A—B). ; 

ara demostrarlo describase un círculo des- 
de C con el intervalo del lado menor AC, y ti= 
radas las dos cuerdas AE,'AD, y la, DF para- 
lela 4 AE; será el ángulo £ mitad de los ángu- 
los A y B, por ser ==A=+B (84); y £ mitad 
de z. (68): el ángulo DAB es la semidiferencia 
de A—B de dichos ángulos (238 +. 1); porque 
DAB con el ángulo o=t que es su semisuma, 
compone el ángulo A el mayor de A y B; 
luego siendo EAD ángulo recto (69), y lo mis- 
mo su igual ADF (45); será tomando á DA y 
AF por radios, EA tangente del ángulo 1= 
¿(A=-B), y DF tangente de DAF—=+(A—B): y 
coma por las paralelas EA, DF se tiene BÉ: 
BD::EA:DF, y BE=BC+AC, BD—BC—CD= 
BC—AC; saldrá por último , BC=+-AC:BC— 
AC: tang+(A=B):tang : (A—B). Conocida la 
semisuma y semidiferencia de los ángulos A: 
y B, se averigua facilmente el valor de cada 
uno (101 £, D 
285 Finalmente, en: cualquier triángulo 
ABC (fig. 119 y 120) el lado BC sobre el.cual 
Ó sobre cuya prolongacion cae la perpendi- 
cular AD, es á la suma AC+AB de los otros 
dos; como su diferencia AC—AB es á la de 
ferencia DC-BD de los segmentos hechos por 
la perpendicular AD, ó á su suma DC+BD 
si la perpendicular cae fuera, Porque trazan- 
do un círculo desde A con el radio AB, y alar- 


MEA 


A 
Eto 
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gando AC hasta T; será (143) CB:.CT:CR:CE, 
y como CT=AC-+AB, CR=AC—AB, y-CE= 
DC—DB por ser BD—DE,; se tendrá sustitu- 
yendo estos valores, BC:AC+AB:ACLAB: 
DC—DB: y en la (fig. 120) donde CE igual esá 


'CD+DE=CD+-DB,. sale BC:AC-FAB::AC— 


AB:CD+-DB, Conocida la suma y diferencia 


de los segmentos, se averigua su valor (101 2, 1). 


ARTÍCULO 11 


Usos del cálculo trigonométrico en la reso. 
lucion de los triángulos rectángulos 
y oblicuángulos 


286. Con las proposiciones anteriores se 
pueden resolver. los: cuatro casos diferentes en 
que ¿con arreglo 4 lo dicho (257), dadas tres 
cosas de las seis que componen un triángulo 
se pida el valor de las otras tres. 

287 Y comenzando porel triángulo 
rectángulo , si “ademas del- ángulo. recto D 
(fig. 117) quese conoce, se diese 1:2 uno de 
los-:4ngulos agudos B y el lado BD; harémos 
(281)1: tang B::BD:AD para averiguar el la- 
do. AD. 2.? Si se diese la hipotenusa AB y uno 
de los ángulos agudos A; haciendo r: AB::ser 
ABD, se conocerá ' el lado BD. 3,2 Con el la= 
do BD y la hipotenusa AB, tendremos AB: 
r:DB:sen A; y se habrá averiguado el ángu- 
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0) - 
lo A, 4.2 Dados los lados DB, AD» se hará AD: 


DB:r:tang A; y se tendrá el ángulo, A. 
288 En los triángulos oblicuángulos ó que 
ho tienen ángúlo recto, 1.? conocido uno de 


Jos lados AB (tig. 121) y los dos ángulos C y B, 


será A lo que les falta para 180% (86): y se 


averiguará el yalor de los lados 280) CB por 


las dos proporciones siguientes (280) , «sen C: 
AB:sen B:AC::sen A:BC. 2.2 Dados los dos lados 


- AQ, CB (fig, 118) y el ángulo C comprendi- 


do; se hará (282) CB=++AC:CBAC:: tang + 
(A+-B): tang + (A—B): conocida la diferencia 
de A y B, como se conoce su suma que con 
C. compone 180% (86); se averiguará lo que 
vale cada uno (101 £.1). 

289 3.2 Cuando se dan: los lados AB, BC 
(ho. 121) y el ángulo A; se hace BC:sen A:: 
AB:sen C: conocidos Q y Á y de consiguiente 
su suplemento B, se averiguará AG diciendo 
sen C:AB:: senB:AC. Si con los lados AB, BG 
se hubiese dado el ángulo C, hubiéramos he- 
cho la proporcion AB:senC:BC sen A. 

290 Pero como tirándo la BI=AB, re- 
sulta otro triángulo BTG con los mismos. tres 
datos BT ó AB, BC y C, donde BT:sen C:: 
BCiser BTO; se infiere que'á dichos datos 
AB,BG y C.corresponde por 4. término pro- 
potcional ó el seno del ángnlo-obtuso BIG ó 
el del ángulo agudo A=BTA. complemento 
de BTO: que aunque el mismo en ambos 
(264), no lo es el tercer lado AG, TG de los 
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dos triángulos: por lo que cuando se den en 
un triángulo oblicuángulo dos lados AB, BG y 
el ángulo G opuesto al menor AB; se necesi- 
ta saber ademas, si el ángulo opuesto al otro 
lado es el agudo A, y entonces se tratará del 
triángulo ABC, ó es el obtuso BIC, y será BTG 
el triángulo de que se habla. 

291 4.” Sise diesen los tres lados AB, AG 
BC Go 119), y se pidiesen los ángulos; saca- 
rémos de la proporcion (283 ) BC:AC+-AB:: 
AC—AB:DC—BD, la diferencia de los segmen- 
tos que forma una perpendicular bajada desde 
A sobre BG, suma conocida de dichos segmen- 
tos: luego conocerémos el yalor de cualquiera 
dle ellos por eg. el de DC: y en el triángulo 
rectángulo ADC. conocida la hipotenusa y el 
lado DG, se averiguará el ángulo C (285), y 
de consiguiente (287) A y B. 

Sea AC=180P. ÁB=198, BC=200); ten. 


drémos 200: 180-+128::180—128:DC-BD= 


EC, esto es, 200:308::52:EC=80 poco mas. 
Con esta diferencia de los segmentos BD, DG 
y su suma que es el lado BC, tendrémos el 
valor de cualquiera de ellos BD=:(200—80)= 
60: y en el triángulo rectángulo ABD donde 
conocemos AB, BD; averiguarémos el ángulo 
B (285) y por él, los otros A y C. 

292 Vamos á aplicar esta doctrina á algu- 
nos .egemplos , en los que nsarémos para abre- 
viar el cálculo en lugar de los números, senos, 
cosenos , tangentes $e, de sus logarítmos, y 


/ 
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aun del complemento aritmético como no sea 
en el Caso de haberse de hacer la resta del lo- 
garitmo del radio, que siendo 10,000000, se 
£scusa dicha abreviacion, o 

293  Háyase de medir 1.2 Ja altura AB 
fig, 122) acesible por uno de sus estremos A, 
Fuesto el grafómetro en un sitio inmediato M, 
y, colocado verticalmente ó de suerte que su 
Jámetro quede paralelo al suelo llano por me- 
¿dio de un hilo ez con un plomo,, que colgando 
de su centro debe pasar por los 90?; dirijase 
Por el diámetro inmobil el rayo visual pD, y 
Por el mobil el gB 4 la cumbre de la altura: 
Vease cuántos grados coge en el instrumento el 
ángulo pea, y estos mismos tendrá su vertical 
BeD. Medida despues la distancia MN=0D, co- 
mo BN es perpendicular al suelo y de consi- 
guiente á eD, será BDe un triángulo rectán- 
gulo, en el que si el lado eD que se conoce, 
es de 456 o. y el ángulo observado BeD de' 
56% 121, se sacará el otro lado BD (281) por 
3 proporcion r:tang BeD=56" 19/::cD=456: 
que se encuentra de.681 vu. por el siguien- 

te cálculo de logarítmos , 


Log, tang 56% 19! 
Log. 456 
SA 
Log. del radio 


Resta LD. a 


.10,174287 
2,658965 
. 12,833252 
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añádasele DN ó la altura del grafómetro, y 
se tendrá la AB que se pide, 

294 51 BD fuera la altura conocida de una 
muralla, y se pidiese la longitud de eB para 
escalarla; despues de haber buscado el ángu- 
lo Bed. haciendo eD:DB:r:tang BeD; haría- 
mos' BD:ser. BeD::r:Be. Mas facil es cuadrar el 
valor. de eD y BD, y sacar de su:suma la raiz 
¡cuadrada que será la longitud de eB porque 
B=y ((eD)==(BD)) (141) 

295. En estas y semejantes prácticas con- 
viene colodar el grafómetro á una distancia ca- 
si igual á Ja que se va'á medir, para que sea 
menor el error que. por lo comun se comete 
al tomar el ángulo de la altura, que será en- 
tonces de 45%. Por egemplo, si midiendo la 
altura GD (6ig. 123), se toma en el punto E 
el ángulo ZET en lugar del verdadero GFT, 
y/en E el KET por el. verdadero GET; aun- A 
que la equivocacion ó los ángulos GEK y GEZ 
se supongan iguales, es mayor la parte GZ en 
que Ja observacion disminuye la: altura en F, 
que GK que sale de ménos en E. 

296 Supongamos ahora quese nos pida me- 
dir una linea AB (ig. 124.) acesible solamen- 
te por sus estremos, como el ancho de una 
laguna, bosque. rada é«c. En este caso se ha 
de escoger un punto C. desde donde se pue- 
dan tirar Jas lineas CA, CB; y siponiendo que 
se puedan medir, sea AC=142P, BC= 120» 
y (=1320: y será B4-A=480: harémos pues 
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Log. tang 2. 
OE idas 
Comp. Log. 262... 


Suma ó Log. tang + (B—A)...18,572705 ., 
(286), 142 +120:142—120::(48g -24?: táng 
H(B=A), 6 262:22::tang 24: tang +(BA), 
Que calculada por los logarítmos: es de 2%8/. 
Luego (101 2, 1) el ángulo B valdrá 24%+ 
228/2698), y A 24228 /]21%9. 

Con los ángulos B, A. se encontrará: des- 
Pues la AB por la proporcion siguiente sen B: 
AC:senC.AB; ó:sen 26% /: sen 132%:140:AB: 
que buscada por los logarítmos resulta de 
235,6 P. 

297 Si no hubiese sitio desde donde: se 
puedan ver los dos puntos. A, B (6g. 12.5)3.se 
elegirán dos C, D tales que sea facil medir 
las BC, CD, DA y los ángulos C, D que 
Convendrá sean rectos: imaginando despues la 

221, resultará un triángulo BCD donde cono- 
“idos BC, CD y el ángulo comprendido, se 
Averiguará BD como acabamos de decir. Cono- 
Siendo ya en el otro triángulo ADB_AD, DB 
yel ángulo ADB diferencia entre BDC y ADC; 
se averiguará por último la AB. y 

298. Tratemos ya de medir una linea in- 
piesibla AB (Gg. 126): para lo cuai despues de 
raber escogido y medido una base: CD que se 
procura hacer casi igual y paralela á AB, se 
Urarán las visuales CA, CB, DA, DB, y des- 
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pues de haber medido los ángulos que forman 
en GQ, D, se averiguará (286) el valor de CB 
en el triángulo CBD, donde el lado CD y los 
ángulos BCD , CDB son conocidos : del mis- 


mo modo se averignará AC en el triángulo 


ACD. Con AG y BG conocidos , ademas del 
ángulo ACB que forman , que es la diferencia 
de los ángulos ACD, BCD observados ; se sa- 
cará por último en el triángulo ACB el «valor 
de AB por lo dicho (286). 

En el caso de no encontrarse un punto ( 
desde donde se vean los dos A., B; se tirará una 
recta CE (fig. 127) tal que desde E se alcancen 
á ver dichos puntos: se imaginarán despues las 
visuales EA, EB, CB, ED, DA y DB; y mer 
didos los ángulos en E, D y la base CE, se ha- 
lMará facilísimamente la AB, cuidando siempre 
de no formar jamas ángulos muy agudos en los 
puntos inacesibles. 

299 Si la linea inacesible fuese la altura 
vertical AB (fig. 123); observaremos en el si- 
tío H el ángulo AeC, mediremos despues un 
trecho HP, y tomando en P el ángulo Ate; 
tendremos conocidos en el triángulo Ate los án- 
gulos etA, y Aet suplemento del observado 
AcG, con el lado te=PH: luego podremos ave- 
riguar Ae (286). Pasando ahora al triángulo 
rectángulo AeC donde sabemos el valor de la 
hipotenusa Ae y el del ángulo AeC; tendremos 
el de AG por la proporcion r:Ac:sen AcC:AC: 


4 
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Log. sen 3540". ... 9765720 


Log. 576... .. 23760422 
Suma, . 192,926142 
Log. Tr 


- Resta ó Log. AE AA 2,526142 


Sea Ae de 576.9. y el ángulo AeC de 35240! 
“será r: 576: sen 35% 40': AC, que se encuen- 


tra de 335,8 y. á las que si se añade CB ó la 
altura del instrumento, resultará la AB que 
se busca, , , 
300 Para medir la distancia AB (fig. 128) 
'e una nube ó cuesta inacesible; se mide una 
base AC, y observando en el triángulo ABG 
los ángulos A y C, se averiguan AB y BC(286). 
Si se dirige despues con el grafómetro coloca 
do verticalmente, una linea AD paralela al 
suelo llano que se llama orizontal, en el trian- 
gulo rectángulo ABD, donde la hipotenusa AB 
£s conocida, y el ángulo BAD se puede me- 
dir; se hallará facilmente la altura BD de Ja 
Montaña y la distancia orizontal AD (285). 
301 —Háyase de levantar el plano de un ter. 
Teno. ACDBÉ e, (fig, 129) ó determinar la si- 
tuacion de todos sus puntos principales. Des- 
pues de haberlos recorrido, y formado á ojo 
hn borrador de todos para' hacer juicio de su 
Situacion; mídase una base AB de una distan- 
cia proporcionada á la de los objetos mas re- 
motos, y tal que desde sus estremos se regis- 
tren los mas principales, como casas, huertas, 


Me 
$ 
E > A e 
qa6 ELEMENTOS. Le 


molinós, torres $xc, Póngase el grafómetro 'e 
B, y colocando el diámetro inmobil en la dis 
reccion AB/ obsérvense los ángulos ABE, ABE, 
ABG., ABD, ABC. que con él forman los rayos 
* dirigidos á los objetos E,, F, G gzc, Múdese aho- 
ra el instrumento á A; y haciendo que el diá. 
metro inmobil.se dirija 4-B, se tomarán tam- 
bien los ángulos BAE, BAF, BAG, BAD «cc. 
que se. anotarán con los anteriores en un libro 
de memorias. ; eS 
Escójase despues otra base GE para deter- 
ainar los objetos R, H, K que ó no se ven — 
desde A y B, ó forman en ellos ángulos muy 
agudos 'Ó muy obtusos: y desde sus estremos 
G, E obsérvense como los anteriores los án= 
gulos EGK, EGR, EGH; GEK, GER, GEH; 
y si es menester los LCD, LDG para determi- 
nar algun otro punto L muy estraviado, escri. 
biéndolos todos con los ya observados. . 
Tendremos pues, en los triángulos AEB, 
AFB, AGB tc, el lado AB y los ángulos ad- 
yacentes conocidos; y de consiguiente será fa- 
cil calcular los otros dos lados 286). Tambien 
se averiguará el valor de GE por medio del 
triángulo GEB, cuyos lados GB, BE se cono- 
cen ya, lo mismo que el ángulo GBE com- 
prendido, que es la diferencia entre los ob- 
servados ABG, ABE. Con GE y los ángulos 
adyacentes observados se buscan en los trián- 
gulos 'GKE, GRE, GHE sus lados, haciendo | 
lo mismo con los del triángulo CDL, | 


sd oz: 
; E 13 
ol DE GEOMETRÍA, 12 

Hecho esto, se tirará en el papel una linea 
que tenga tantas partes de la escala que ha 


e determinar el tamaño del plano, como va- 


ras Ó pies tiene AB en el terreno, y tomando 


en dicha escala un intervalo de tantas partes 


Como varas ú pies tiene BE; se trazará desde 
Como centro un arco. Con otro espacio de 
Tantas partes como varas ó pies tiene AE, se 
Traza otro arco desde 4, que cortará al prime- 
ro en el punto e, cuya posicion respecto de ab 
quedará determinada en el papel, semejante á, 
tespecto de AB; Determínense de este mis? 
mo modo los puntos g, fc, d; y se habrán 
Tepresentado los G, F, (7, D. Los RAS 
se deben determinar,en el papel desde las 
ases ge, cd, trazando desde sus estremos ar- 
cos con el intervalo de tantas partes como va= 
ras Ó pies corresponden 4 GX, EK; GR, RE 
Re. y quedará trazada en el papel una figura 
Semejante á la del terreno ( 150); pues se com- 
Pondrá de igual número de triángulos seme- 
Jantes y colocados del mismo modo que ella: 
“on que' solo faltará dibujar en cada punto los 
Jetos que en ellos se representan. 
02 Tambien se pudieron determinar los 
Puntos de la figura despues de haber observado 
ángulos, en A,B,G, E, C, 'D, tomando la 
ab como digimos, y formando en a y b por 
medio del semicírculo (24), los ángulos abe, 
abf > Gbg, abd, abc; bae, baf, bag, bad, 
bac Iguales á los observados en A y B; en g y 
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e tirando la ge, los gek, ger, geh; cgks egr, 
egh; y en c, d, los cdl, led iguales á los.me- 
didos en G, E, C, D; pues los triángulos que 
resnltan , son semejantes á los del terreno. Es. 


te método aunque ménos exácto, ahorra el / 


calcular los lados por la trigoñometría, y por 
eso se puede usar de él cuando no son muy 
grandes las distancias 4 que están los puntos 


* principales del plano. 


303 Ademas de los medios que nos ofre- 
ce la trigonometría para medir toda clase de 
Jineas nos podremos tambien servir de los: si- 
guientes. 1,2 La altura AB (fig; 1 22) pudo ha- 
berse medido fijando en el mismo plano de 
la torre un palo ab paralelo á dicho edificio, 
y diciendo despues, la longitud ac de la some 
bra del palo es á su altura ab; como la lon- 
gitud de la sombra AC es á AB: pero cui- 
dese, si el edificio termina en punta, añadir 


4 la longitud de la sombra la mitad del diáme- 


tro del ecificio, que es en lo que aparece ma- 
yor la sombra del edificio igual, que el que 
no lo es, b 

302 2.” Para medir la recta AB (62.130) 
acesible por uno de sus estremos A; se plan- 
tará un piquete en C, y sobre él orizontal- 
mente un estadal con dos reglas pequeñas en 
sus estremos D,'A: dirijanse con ellas al pun- 
to Bilos rayos visuales AB, DB: muevase el 
piquete al rededor, llevando inmobles Jas re- 
glas hasta que quede en la direccion ad, y 


— 


J 
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midiendo ab, ó.lo que hay de a 4) punto 
donde concurren los rayos db, ab; se tendrá 
e E Y de AB. Este método que es bastante 
exacto en cortas, distancias, se aplica á medir 
cualesquiera otras lineas, verticales ú orizon= 
tales (306), colocando el estadal y las reglas 
Segun el caso lo requiera, 

305 32 “Habiéndose de medir Ja linea AB 
(fig. 131); tifada la' base AC en sitio cómodo 
para medirse, y dirigiendo la CB; se tendrá 
un triángulo ACB con un lado AC, y los án- 
gulos adyacentes conocidos: cuyo lado AB se 
calculará, ó formando en CA >» los ángulos 
6 CA, CA b iguales 4 BCA, CAB y entonces se. 
rá Ab=AB; 6 tirando sobre un papel una rec- 
ta ac del mismo número de partes de una es-* 


: cala que AC tiene de varas 6 pies , y forman- 


do sobre ella un triángulo abc semejante á 
ABC: en cuyo caso el número. de partes de la 
escala de que conste ab, será.el de las varas 
0 pies que tiene AB, 

306 4." Cuando la linea AB propuesta tic» 
Me una parte AD acesible; tirada AC que su- 
Pondremos de 30 v. se formará, tomando á ar- 
bitrio la Ac de 100, el ángulo AcD=ACB, y 
midiendo AD, si tiene 1a y, formarémos la 
Proporción Ac=10 w:' AC=30 pr: AD=10 y: 
AB, que resulta de 36, Si AB no tiene parte 


acesible, se alargará AC hasta que AT sea de . 


12.0% y, formando el ángulo ATd=ACB, se 
hará dicha regla de tres, Siempre conviene ha- 
TOMO 11, 1 


« 


E 
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cer 4 Ac el tercio 6 el cuarto de AG, y con eso 

será AD el tercio ó cuarto de AB: como tam= 

bien tomar 4 AG igual con poca diferencia á 

AB; lo que se logrará apartando tanto el pun- 

to C que el ángulo BCA sea la mitad del su= 
lemento del ángulo A; pues siendo entonces 


ACBABC, será ACZAB (87). 


Y ARTÍCULO: LH 
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307 - Concluyamos este tratado dando al- 
guna idea de los métodos de nivelar un terre- 
no. Para esto supondremos 1.? que á razon de 
56979 toesas Ó 132951 y. castellanas en que 
se puede regular cada grado de círculo máxi- 
mo de la tierra; corresponderán á toda la cir- 
cunferencia 56979 <360%=20512440 toesas 6. 
47862360 y; al diámetro 6526685 toesas Ó 
15228932703 al radio 32633427 toesas ó 
, 761446659; á un minuto 950 toesas 6 2216 * 

v: y á un segundo 16 toesas que son 37 vs 
todo en la suposicion de que la tierra sea per- 
fectamente esférica; pues aunque en realidad 
es Ovalada, es insensible el error de dicho su- 
puesto para la nivelacion. 

308 2, Que una linca Ad (fig. 132) cu- 
yos puntos A, c, d, distan todos igualmen- 
te del centra O de la tierra, como la paralela 
á la superficie de un gran lago; se lama linea 


V 
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«orizontal yde nivel verdadero, 4 diferencia 
«de la qué se ercuentra nivelando, que en la 
distancia Ad es la tangente Ac, que se llama 
linea de nivelyaparente. La diferencia Cd en- 
tre las dos, ó lo que dista mas de O el punto 
C que d, es casi nula á la corta distancia de 
100 á 130. toesas, por la mucha estension: de 
Ja superficie de la tierra; pero en mayores dis. 
tancias se debe apreciar y restar de la que ha- 
ya resultado, en Ja operacion, 

309. Podremos sacar el valor de esta diferen: 
cia considerando Ja distancia 'Ac igual 4 la. 
tangente AB, y como BR:AB::AB:Bc ( 144), 
suponiendo que el arco Ac se confunda por su 

pequeñez con la tarigente AB, será BR lo mis- 
mo que cR, y cR:Ac::Ac:Bc; póngase el valor de 


ck diámetro. de la tierra (305), y el de la dis. 


tancia Ac, y se tendrá la diferencia Bc; y por 
ella cualquiera otra Cd: pues siendo Bc, Cd ea- 
si paralelas € iguales á Aa, Ab, que son entre 
sí. como los cuadrados de las cuerdas ó arcos Ac, 
Ad (206), tendrémos (Ac): (Ad)':Bc:Cd, y así 
de las démas. La siguiente. tabla formada por 
Mrs. Picard y de la Hire contiene las dife- 


rencias de nivel aparente y verdadero hasta 
4000 toesas,  * 


' 
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DISTANCIAS. 1 DISTANCIAS. DISTANCIAS. 1] 
'Toes. Pies. Pulg. Lin. | Toes. Pies. Pulg. Lio,,| Tocs. Pies. Pulg. Lin. 
dll lc | en DA o 

DO....Q.:.0..:05 ..9 | 1000..0..F1..0 

5 amÓ | 1250001 .00D..27 
3 ¡0 1500...2...0..9 
200.100.000: 5 8 | 1750...2...9..85 
3 (A z 
290/...0,.0.03 sube | 2000...3..:8..0 
3001..O...1...0 19 1 2500...9...8..9 

350....O.s L.45 | 800,0. 27.1 1 3000,..8...3,.0 

Ñ “$ 100.7. 117 | 3500..1.1.2..9 

450.701.219 1 900.:00...11 | 4000..14.8.,0 

| 930...0..10...0 y 
A e —— 


310 Esto supuesto, para Ja operacion de 
nivelar usan Jos prácticos de diferentes instru- 
mentos. Los mas comunes son 1.%.el nivel de 
ayre (6ig. 133), que es un tubo lleno'de espí- 
rita de vino ménos una ampolla de ayre A, 
que debe estar perfectamente en medio, para 
que el sitio que ocupa el instrumento, esté á 
nivel, 2.2 El nivel de albañil (ig 134) es un 
triángulo isósceles sin base con: un cuadrante 
de círculo ente sus lados, y una linea per- 

ndicular tirada desde su vértice á Ja base y 
señalada en el cuadrante, Del éstremo superior, 
de esta linea cuelga un: hilo con un plomo, 
que pasando por el cuadrante, determina en 
grados Ja cuantidad de inclinacion del plano 
que se nivela, ó pasa por dicha linea si el 
plano está á nivel, 
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¡St1 3.2 El nivel de mas uso es el de agua 
(ig. 135) compuesto de un tubo hueco de ho: 
Ja de lata ú otro metal doblado en A y B,en 
«Cuyos estremos e y £ se introducen otros: dos 
tubos de vidrio D, G pegados con betun en 
€ y £: tiene debajo y.en medio del tubo AB 
¡una virola para colocarle en su pie. Lleno el 
tubo de agua hasta que llegue en los dos pe- 
«queñosá la altura de a 43 pulgadas, la li 
¿nea et que pasa por la superficie del agua, es 
perfectamente “orizontal. . ecompad al nivel el 
estadal HG dividido en pies, pulgadas y li- 
heas, con un rebajo en el medio, en el que 
$e intruduce uba regla, á la que se fija un car- 
ton ú hoja de lata TF de un pie en cuadro 
Poco mías Ó menos, cuya mitad inferior se ti 
he de negro, dejando blanca la superior. 

312 Si se quisiese saber lo que dista mas 
del nivel verdadero el punto G que Z; se co- 
Jocará el instrumento en E, perpendicular al 
terreno por medio del hilo de plomo H, se en- 
-Viará nn peon á G que clavando el estadal per- 
«Pendicular,. y teniéndole fijo-con la mano iz- 
-quierda, suba ó baje con la derecha segun le 
«Avise el que: mira desde e, hasta asegurarle en 

donde remata el fayo vistial ¿T. Midase aho- 
xa la altora GT que supongo de 2 pies y 7 
Pulg. y restándola de la del instrumento que 
-por-lo comun es de 4 pies y 6 pulg. ; resul- 
tarán I-pie y.51 pulg. , en que el punto G 
está mas elevado que Z sobre el orizonte, Si 
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la. distaricia ZG- no pasa de 750 pies, se des» 
precia la diferencia entre el nivel aparente y 


«verdadero: pero si es mayor, se' cuenta con 


ella, y se repite la operacion nivelando de ca- 
1 


da vez 1400 ó 1500 pies. 

313: Háyanse por eg. de nivelar los pun- 
tos A“y H( fig. 136) distantes uno de otro 
3000 pies. Pudiéndose nivelar de cada: vez 


«1400 á 1500 pics, dividiré la operación en 


dos estaciones: elegiré para: ellas dos sitios 4 
750 pies uno, y á 2250 el otro del punto A: 
pongo en el medio E de toda la distancia'un 
estadal , y planto el instrumento en 1: miraré 
desde a hácia B, y haré notar y medir la al- 
tura AB que el rayo abB señala, y que su- 
pongo de 8 pies 5 Pulg.: miro despúes por b 
á C, y mando señalar este punto con un lapiz. 
Paso el nivel al punto 2, y mirando desde dl 
á D, mediré la altura DG de 4 pics, hacien- 
do notar Ó escribir 4 parte la altura HF de 5 
pics 3 pulg., que se determina: mirando dec 
á- Y. Sumo ahora Jas alturas AB, DC encon- 
tradas, y restando de su suma-1a pies 5 pulg:, 
el valor 5 pies 3 pulg. de HF; tendré de re- 
siduo 7 pies.2 pulg, que es en: loque el pun- 
to A está mas bajo que H. 

314. Si hubiese cuestas. en la «Operacion, 
convendrá poner separadas en una coluna que 
llamarémos primera, las distancias que se en- 
cuentran subiendo, y en otra segunda las que 
se encuentren bajando, para restar despues la 
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suma de las unas de la de las “otras. Y así con- 
tinuando la nivelación del egemplo' anterior 
hasta el punto Z; apuntaré en la 1.% coluna 
las alturas halladas AB, DC, y pasando el ni- 
vel al punto 3, miraré por f, e y G, y ha- 
ciendo medir GF. de 3 pies 6 pulg., lo apun- 
taré en la 1.% coluna, determinando tambien 
desde e el punto 1. Plantado el nivel en 
determinará el rayo ¿K la Kl de 3 pies 3 pulg, 
que escribiré en la 2. coluna por ser. baja- 
da, como tambien la altura 4 pies 6 pulg. del 
Instrumento colocado en 5, á cuyo pie ya á 
dar el rayo yh haciendo al mismo tiempo! se- 
ñalar el punto M á donde se dirige hy. 

. Paso 4 6, y escribo en la 2.2 coluna 2 
pies á que equivale MN determinada por el ra- 
yo dk, señalando tambien el punto P. Ultima- 
Mente, pongo en la 1 coluna Jas alturas 
QP de 4 pics 1 pulg., y TS de 6 pies 5. pulg,, 
que se encuentran como las otras, colocando 
Sucesivamente el instrumento en “7.y-8, y la 
XZ de 3 pies a pulg, en la 2.* Sumando ahora 
las alturas, de la 12 coluna,.tendré 26 pies 

Pulg.: resto de ellas 19, pics 11 pulg., suma 
de las de la 2,2 y resultan 13 pies'6 pulg., que 
«dista mas del centro de la tierra Z que A. Las 
Cuestas demasiado empinadas se nivelan mas 
facilmente comenzando desde la cumbre, y de 
£ste modo pueden nivelar dos á un tiempo pa- 
Ya acabar mas pronto la operacion, 


a 
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La CAPITULO IV 
Aplicacion del Algebrá á la Geometría, 
ArrícuLo 1 


Construccion de las ecuaciones de TIVA 
grado 


”4 


“315. Para la resolucion completa de los 

problemas geométricos por medio del álgebra; 
es preciso saber antes representar en líneas Jas 
espresiones ó valores algébricos de las Incóg- > 
nitas que contengan. Esplicaremos esta ope- 
racion que se llama construccion, en los egem- 
plos siguientes. Sea x=a+b—n, donde u re- 
presente la linea A (bg. 137), bla B y » 
la C: tomo sobre una linea indefinida DI, 
la DOA, la OT=B, y desde T hácia el la. 
do opuesto la TS=» / y tendré ¡DS=DO-4 
OT—TS—a+b=n=x, 


S A ab e 
316. La espresion 1% representa una 
' 12 

cuarta proporcional á c, a, bh; pues cia::b: 
a x . 
A Y *= una tercera proporcional á 

b; 2 yo ez = 
c yb; por ser cibibi =x0: luego si a, b, 


e representan las lineas 0, 2, m (fig. 57), y se 
practica lo que digimos (123 y 124); será 
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¿bi=x la cuarta 0. la tercera proporcional. A 


: ; abcd 
Esta Misma operación se reducen pl ha- 
p e 


mie 
ab ab abc, 


5 An 
Siendo exa::b: >, m: —=: ci, y últimamen- 
do e:a::b: ms Y 


abc abcd > : 
te, ni d:———x. Aquí y en lo sucesivo 
a de" Aquí y 


damos por supuestas las Operaciones geomé- 
_Lricas que citamos, 

317 > Cuando hay dos ó mas términos, 

2 

como en, A se «busca la 
linea'á que equivale cada uno, y quedará 
reducida Á una espresion semejante á esta 
*1=p+49=h, facil de construir, Lo mismo se 


- egecutacon AS A esto es, se bus- 


y 
2 


E 2) C 
ca una linea (=2 otra m= n= 
o 78? dea, 


Te > Y Yesulta 2—1-+m-en. , 


abc+deb+8xc. 


31 A e ja! TITS 
; 8 Enx= a 
LOd—a3 y) SC, R 
A se reducen á monomios sus 


enominadores polinomios haciendo 1=. 
aa —"*¿+arm 

NE ae esto es, buscando una 
linea. igual al q 
de sus letras, 


de fa 


enominador dividido por una 
O por-dos, segun el número 
Ctoxes que contenga; pues siendo en tal 
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caso er=ed—fg , agn=a*g+d'm, se reduci. 


rán las espresiones propuestas á estas a=w0 


abe+deb * bi d-43qp 


a= “BP 
57 E aga ue ya hemos ense- 
ñado á construir. . : 


319 Hay construcciones mas espeditas 

ra ciert jones: y 24d > (b-a)d 

para ciertas espresiones: a= ETA 
; Ss d 

se construye haciendo creada =% 

abr larblla-b) 0. 

Y q. E > haciendo g—£a+b:: 
.— . .q. 

a %. Para construir facilísima- 

rento y det bd. dias ar a 

mente 1= — 73» Introducirem 


A ; 5 bd 3 
término b*d* la linea e haciendo 2 , ó 


exbid:t > pues será bd=et, y poniendo: este 
valor en“lugar de bd, se convertirá la 
e3toe?pa ett? 


1 S a jante 
sion en esta x ¿es — e > Semejant 


espr: es 


á la primera. 
320 Todas las espresiones anteriores ties 
nen en su numerador un factor Mas que en 


su denominador: pero si tuviesen dos como 


as+a2) ar—+ab  Critont ¿ab 
AER =(1X da? 8 erIco; e 


z ¿ Me ¿pl 
y la espresion reducida á axm > Se construirá 


formando un paralelogramo cuya base sca ds 


as HEbc+ds a 
y m.la altura, En EE 2 hay que intro- 


; Pe A rametadi 
«dará reducida de 
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ducir a enel 22 y 3. término, haciendo 


e d? , 4 
a 0:Óbezam, y =n ó-d?= an; y que- 


ee e 
Pm dn 

A Y A PA “or 
( E ) semejante á: la anterior. 


321 + Cuando 'son tres los factores que hay 


EE aba? p? $ 
demas, Como, €a. —=7— ',> que es igual 
« 2 : 

3 abí +ab +ab 


» Dira Aaa 
A] A = sien- 
se hallará Ez mM, y, 


ate 


do ab un paralelogramo, si se le considera co- 


Mo' base' de un paralelepipedo: cuya altura sea 
mM, será su solidez abxm ; y esta será la cons- 
Abra? pp? 


trucción «de Ja esprésion 2, 


a+ 
322 'Las'euantidades que tienen como las 
construidas wm mismo número de factores en 
todos los términos, “se lamañi homogentas: sí 
alguna abe=a*-abm no lo fuese , suponien- 
0 que n sea la linea que representa la uni- 
dad; se multiplican los “términos faltos=a*+ 


ese q 12 por 72, y el 2,2 por n, y resul- 


ser hom MER bai 
323 poe 


ciones de 'a2 : 


> Que es una 


, yc: de suerte 
que suponiendo m—« (Mig 65), n=c, será pro" 


0) 


$, 
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cediendo segun digimos ( 145), la bd=x= 
y ac. Tambien ay (2bc+dc)=y (2ab-+d)e 
representa una media proporcional entre... 
2b+d y c; V(a—b)=y(a+b) (a—b) otra 

- £otre aby a—b. En a—y (b*+dg), “intro- 
y duciendo en dg la linea b,ó haciendo dg=bb 
se tendrá ay (0*+-b0)=y(b+-0)b, que 69 

una media proporcional éntre 6-+£ yb, Cuan» 
do la espresion. consta de muchos términos 
como =Y(cd-=ac—eb Exc.) se: procede: del 

mismo modo; ó se busca como digimos (316), 


una linea LA, verá bi=cd-+ac—cb, 
y x=Vbt. En x=y (PEL EES se hace 


d-0 
b : z 
= 73 m e, yv (ctam) á que que: 


será (141 ) la: hipotenusa CB=y/ ((CD)== 
(BD)*)=V ( a?=-b* J=x. Si se hubiera da- 
do ay ( abi die. ) ; despues 
de hallada la CB=y (at+-b*), se levantará 
en B la perpendicular BA=c, y será CA= 
V (ab '+c*): tírese despues la perpendi- 
cular AOÓ=d, y se tendrá finalmente CO= 
Y (a+b"+c*Hd? ). Cuando hay algunos “| 
cuadrados negativos , se busca un cuadrado 
2” suma de los positivos, y otro m* suma de 
los negativos, y se reducirá la espresion 


1 
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, V (=m"), que se puede construir descri- 
biendo sobre la linea ac! (6g. 65) un semi- 
Círculo , en el que se inscribirá la linea ab=rm; 
Pues será (203) be=y ( (ac) — (ab))= 
/ (Em*). AC esta y 4 la anterior construc- 
cion pueden reducirse las espresiones r= 
; V (aba+cd-tmn-+8Xc.), a=Y (abcd+mn= 
Se, ), haciendo ántes ab=e*, cd=r*, mn= 
RN 
2742 2,2 
335 Siena=(b1+2 O att 
Mos bd-Haci", año"; mos resultará 
“Zy ( dra) 5 hágase despues n ==, 
Y quedará que construir y (b*4en2). 4/(arox 
V (bd—e")) cena: 


€), ¿y (atot: y últimamente, asa. 


9 bold. JANE Lobo 
Y (bc) d+ ; 
a, se construye buscando una 


Media proporcional n entre b=c y de, y 
pues una enarta á d+, a y n. 

326 Seg 1—Eta=y (fa =2b*) el valor 
sacado de la ecnación general incompleta de 
E grado A y pues que abraza 
las dos fórmulas aia y (a +b*), 

, day (20249), tomemos para cons- 
De la ac=;a (fig. 69), y ab perpen- 
En ará ac igual á 6, describase con ac un 
trculo, Y Wirando Be; “tendremos bi=tc=+ 

b=za+y East), y br=bcc == 


se reduce, buscando ¿= y (bd—' 


Ld" 


HANA 
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zaY/ (¿a?-b*); luego-=+=b1 y== br serán 1os 
cuatro valores «dle la 12 espresion, 

327 Para la construccion de la 2.2 == 
¿ay (50*—b*); sobre ac="a (Sig. 65) trás 
cese el' semicírculo abhe, € inscribiendo en él 
ab=b, tirese bc que se alargará hasta que 

“en, cp sean iguales á ac, y serán ==bn-=hp 
los cuatro. valores que se buscan: pues bn= 
enbc=ay (Zau+b?), y, bp=cp+cb= 
y ab). 

3a8 Esto supuesto, para la»solucion de 
los problemas geométricos, ademas de, lo que 
dejamos dicho en la de los algébricos (240 y 
sig. to 1), se supone encontrado lo que se va 

'á buscar, valiéndose para formar la ecuacion 
que determine su valor, de la posicion y re- 
laciones de las lineas que se den, Pero cuando 
las condiciones del problema no suministran 
todas, las lineas necesarias para .resolverle; es 
preciso buscarlas, alargando las. dadas hasta 
que encuentren á otras, tirando paralelas, por: 
pendiculares, tangentes, formando triángulos 
rectángulos ó semejantes, y valiéndose despues 
de las propiedades que de estas. lineas y figu” 
ras dejamos demostradas en la geometría ele” 
mental: en especial la de los triángulos rectán- 
gulos y semejantes, Y supuesto que para esto 
no se pueden dar reglas generales, es precisó 
esperar los progresos y el acierto en esta mU 
teria” del talento y del egercicio reflexionado 
que cada uno haga sobre ella, Al mismo tien! 


a E 
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Po que resolvamos algunos problemas , hare= 


mos las únicas advertencias que pueden guiar- 
Ros en tanta oscuridad é incertidumbre, 

329 Prob. 1.2 Dados dos puntos A, C, 

8- 139) trazar un circulo que pase por 
ellos. y toque. ademas la recta BE. Supónga: 
Se encontrado el tercer punto T por donde ha. 
E pasar el círculo, tírese por A y C la AE 
a 
que averiguar el valor de ET. Divídase AG 
por medio en R,. y llamando ER, a; AR= 
Cb; y ET, x; será CE=a—b, y por- lo 
demostrado (144) (Er JP =AEEC, ó 100= 
ar, y 1=vV (ab )=ET: espresion 
ue se puede construir describiendo sobre 
ER=a el semicírculo, RHE, é inscribiendo 
en él la RU=RC—4¿: pues será EH—ET 
=a=y (ab) en el triángulo. rectángulo 
RHE (203). 

330 . 2. Dividir la linéa dada AB (62. 
140 ) en media y” estrema razon en D, ó de 
Modo que sea AB:AD::AD:DB, Sea AB=a, 
AD; ;- será. BD=AB—AD=a—5, y la 
Proporcion AB: AD:: AD: DB se mudará en 
Sta aaaa—x, donde (197 1.1) x'=a*ax, 
y (260 5 1D a2= ¡ay 1a+%a?). Si se le- 
Vvanta en B la perpendicular. BC=Za, y, se 
tira la AC; valdrá y/ (a+la”) ó y £a*: “cór. 
tese de AC, CE=BC=:a, y será AE= 

¿EDS ACE = Víia'—la. El otro valor 
4 Y/ “ se construye tomando á Ja par- 


argada hasta. que:corte 4 BE; y tendremos . 


> 


, y 
; o ds 
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te opuesta AH= AC+CB=la+ y/%a?, y 
la AH será tambien media proporcional en- 


tre HB y AB, 


331 3. Dado el' radio de un. circulo, 


encontrar el lado del triángulo equilatero, el. 


del decdgono y pentágono regular. 1.2 Séa el 
radio ÁC=a (fig. 141), x el lado AT del 
triángulo ; será el arco ABT de 120% , AB 
de 60”, y el triángulo ABC isósceles: luego 
(82) CP="4, y en el triángulo rectán- 
gulo APC. será. (AP )'= (AC ACP y ó 
JU A 4at=a?: y 1= 
vV (4 a”—a?). Fórmese pues, sobre' el diáme- 
tro MN un triángulo equilátero MRN , y la 
perpendicular RC será en el triángulo rectán- 
galo MRC, y (4aa—aa) =x, por ser MC= 
a y MR=MN=zxa. 

332 2. Suponiendo (fig. 142) AD=x el 
lado del decágono, será su arco 1wedida del 
ángulo ACD, 5 de la circunferencia ó de 36% 
CDA=CAD de 722 (86 y 87), y BDC de 108? 
(84). Hágase BD=DC, y será DBC=DCB= 
36%, y ACB=720, luego los triángulos ABC, 


ADC serán semejantes, y se tendrá AB:AC::AC: * 


AD, ó asxazazx: será pues, a%+ax=a*, y 
x=—a y ja”=AD: espresion que encontra" 
mos (328) ser el segmento mayor. de una li- 
nea AC=a dividida en media y estrema razon, 

333 3,2 Para encontrar el lado SD=z 
del pentágono regulár, dado el del decágono 
AD=0 y el radio AC=a5 tenemos DL= 


a e 
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32 (892 le LC=y/ (az) en el triángu- 
lo rectangulo DLC, y AL=AC—LC=a— 
V (aia ). Del triángulo rectángulo ADL 
se saca (ADP=(AL)*+(DL)”, ó ponien- 
do sus valores, b* =a* — 2a Y aia do. 
+0 —24 22, esto es, 2ay (at —¿2*)= 
20—=b?. Cuádrense ambos miembros, reduz- 
ES y partase por a”, y resultará 2*=4b'— 
ar * y pres que b=y/ “a*—a (330), si en 
lugar de 7> y b* ponemos sus valores La? 
ayía?, 4-34 Za?; tendremos reducien- 
do, 2=0"+a%ay la?, 6 P=a+b*, po- 
niendo b* en lugar de 5a?—ay¿a?. Tomese 
ahora CT =b., y tirando RT, será en el 
Pes rectángulo RTC, RT=y( a+ 

¡]—=2, 


334 42 Dada la UD (fig. 143) y los 
ángulos 1, D que con ella forman. HC, DO, 
averiguar el galor de la altura CP dá que es- 
tas lineas se encuentran. Llamemos 7n la tan 
gente del ángulo D conocido, n la del angu- 
lo H,r el radio, HD, a; y la CP, y tendre- 
mos en el triángulo. rectángulo CDP (281) 

P 4 PC, como el radio á la tangente del án- 
gulo D; 0 DPoyrurm; HP:y:urin; luego DP= 


17 Tr TY. Ty 
HP=7Y. he ADA 
in? P Y DP+HP—=HD=a= Es 

de. consiguient CES 
q E ed amamos p. 
gu ri Si Hama Pp 


glas cotangentes de dichos ángulos D, TH, y 
TOMO 11. 2% 


« * 
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en lugar de sus tangentes 7, 7 ponemos sus" 
; r2 72 E 
equivalentes (268 ds =ar en la espresion 


hallada; quedará reducida á y= E mu- 
cho mas sencilla que la primera: para que se. 
¿vea que de la eleccion de las lineas conocidas 
pende que el resultado sea ó no sencillo, 

335 5.2 Dados los tres lados AC=a, 
BC=c, AB=b de un triángulo ABC (fig. 119 
y 120), hallar la perpendicular AD y los 
dos segmentos BD, DG que forma sobre BC, + 
Suponiendo AD=3 y DC=x, será BD = 
BC=DC=c—x en la fig. 119 y en la 120 
BD=DC—BC=x—c: y siendo (DC): 28 
(AD>)=(AC) >, y (BD) + (AD) =(AB), 


tendremos atea? , caco ab: 
restando esta ecuacion de la 12 quedará | 
) a 4 


2 mo 92, 2 
— a 
aca =ai—b*, y 2 EE 


y 1 ps 
E (ra més que es la mi- 
tad de una cuarta proporcional á e, a-+b y 
a—b, sumada 'con +c: averiguada DO, se 
conocerá facilmente AD 4: Z 

336 De la ecuacion 2cruc=arp $ 
oax—c)=(a-+b) (ab), se saca ciarbua—p: 
ax—c Ó BC:AC+AB:AC=AB: AD==BD, 
proporcion demostrada (283). Asimismo, si en 
la ecuacion 2"+x'=4*, ¿aa = (AN 
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, L 4 aa—bb+cc 
(ax), ponemos por x su O REE 
(333); tendremos (a+ Pte )x(a+ 
bbtaa=cc, packaa+cc-bb, pac+aazcisbh, 
iaa rana. 
atc+b) (a+c—b) y ¡(borcra):(b-cta) y: 
quepa nes penal: 
luego Accz=—( (a=-c+b) (a-+c—b) ) ((b+c=a) 
a ), 6 402" =(a-+o-+b) (a-b-+c—=2b) 
a+b+c—20) (a+rb+c—2c): y llamando 25 
la suma de los tres lados a+b+c, 40 
25 (25—2b) (25-20) (2a5-2ac) = 165 (sa) 
( MES donde: partiendo por 16, rer 
duciendo y sacando, la, raiz. resulta 4(c3)= 
V(s(s—a) (sb) (sc): y como +(c2)= 
4BC<AD es la superficie del triángulo ABG 
(182), se encontrará “esta cuando: se cono- 
cen sus: lados , restando. sucesivamente cada 
lado de su semisuma, multiplicando las res- 
tas entre sí y por la semisuma, y sacando 
despues la raiz cuadrada del producto. Véa- 
$e, pues, «cuantas cosas puede contener una 
ecuacion ademas de la que se busca. , 
337 62 Desde un punto B (liz. 144) cuya 
tación es conocida respecto del ángulo FCO, 
tirar una recta: que corte en él un triángulo 
CHD de una superficie igual á la de un cua- 
drado conocido mm. Tírese. como-quíiera Ja 
BHD, despues' las HP y BX perpendiculares 
4 0C, y BM Paralela á FC, y tendremos en 


K-.2 


sil 


“Y. - 


> 
4 
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los - triángulos semejantes MDB,CDH,BDX, 
HDT, MD:CD:: BD:HD, BD-HD:: BX-HT; lue- 
go MD:CD:: BX:HT, 6 llamando MC,a; BX.b; 


CD,x ab y puesque4+CD=HT 
es ( 182) la superficie del triángulo HCD, que 
ha de ser igual á mm; se tddi. 
Xx be ¿ba . 
a Ó ra) um, donde x= 
wm me 2antmx_ mm 

7 ==V( DN JS EE eascrrcciarericdó » 


mm “min 
UE +20) E 

338 Para construir esta espresion, se le- 
vantará en cualquier punto D de una linea 
indefinida AX Li, 145) -la perpendicular 
DT=b, sobre AD y DT se tomarán DC, DN 


“iguales cada uña á m, y habiendo tirado TN, 


y por C la CH paralela 4 TN; será DH= 
— en los triángulos semejantes DTN, DCH, 
donde TD:CD::DN:DH, 6 b:m:m: DH= 
A luego será a=DH==/ (DH-+-2a)<DH. 

Tómese. despues, BD=20, trácese sobre 
HB un semicírculo que encuentre en P la 
DT, y será:la cuerda PH=y(DH+2a) DH 
(138): pásesé esta á HO y HA :. y serán los 
dos valores de « AD="DH-=+HA=DH-=- 
y (DH=-2a)DH, yDO=H0—DH=y/(DH+2a)< 
DH—DH, Si se pasa el primer valor AD des- 
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de C 4 D (fig. 144) y se tira la BHD, será 
el triángulo CDH el que se pide. En el. 2.2 ya- 
lor DO, que se ha de tomar en sentido negativo 
para que sea DH-=y/ (DH-+2a) DH, se pasa 
de GC á d y con el triángulo C/d. se resuelve el 
problema respecto del ángulo hCd igual y opues- 
to á HCD, como se puede ver comparando 
los triángulos MBd., dhG; BdX, thd. 

En el caso que el punto B- se hubiese dar * 
do por bajo de la CD y en el mismo ángulo 
MCH (fig. 146); la posicion de las BX,BM 
contraria á la que tenian en el caso anterior, 
hace negativas' las a, b, y produce el valor 


mn mm mm A 
O DR 20 px =p que sien: 
do el mismo que el anterior aunque con sig: 
nos contrarios, se construye del mismo mode 
que él, 

En la fig. 147 en que el punto B por bajo 


de la CD coge la BX ó 6 en situacion opues- 
ta al primer caso, el —b reduce la espre- 


2 mn mm mm 
sion á esta 1=- a (24) io 
E á 43 mm 
que siendo imaginária cuando pr A Menos 


que 20, muestra que entonces es imposible 
el problema. Cuando 20 se supone menor 


mm 
que > resultan negativos ambos valores 


y pertenecen al ángulo MC). igual y opues- 
to 4 FCO dado, respecto del cual será im- 


150 APLICACION DEL: ALGEBRA 
«posible el problema, Con efecto, 'si despues 
«de haber hallado como digimos (336) DH= 


mm 


'círculo trazado sobre ella se tira la tangente 


DP que será (144) VDE<DB=/ ( Ss do) 


did Z y z 
Ty» y se lleva esta de D á A y 2.0; serán 


y pl mua mm mm 
MY (a 
HO=11D--DO a (E AN los 
valores de 4: ,. que tomados con signos contra- 
rios , es decir,-leyados de (4 D y d (6g. 
147) y tirando las HBD, ABd, cortarán los 
triángulos HDC., 4dC pedidos, 

Dado el punto B dentro del ángulo HCD 
(Sg- 149), la.CM ó a que, entonces. resulta 
egativa , reduce los valores ; 4 la espresion 
== Ta) a misma que 
la anterior sino es en los signos: y así construi- 
da como ella, se llevarán AH , HO valores de 
Lo, 4 Dy dá la detécha de C, y darán los 
«los. triángulos HCD, Ga ¡que desatan Ja 
cuestion. La hemos: tratado: en toda su esten- 
sion para que se acostumbren los principian- 
tes Á sacar de una ecuacion los diferentes ca- 
sos que puede encerrar, 

339 Por: este problema podremos facil- 
| 


5 (fig. 148), se toma HB=>4 , y al semi- 


y 
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mente 1.2 dividir un triángulo AHQ (62. 
143) desde un punto B dado dentro ó fuera 
de él, en. dos partes que tengan entre si una 
razon cualquiera a:b. Pues si se hace ash á 
4, como la superficie conocida. del triángulo 
AHQ al 4.2 término ; será este la superficie 
«que debe, tener el triángulo: HCD que se pi- 


de: con que si buscando un cuadrado mm 


igual á esta superficie, tiramos desde el pun- 
to B una recta, que corte en el ángulo AHQ 
Una superficie igual 4 ma (335), se habrá re- 


suelto el problema, 


3go 2.2 Dividir desde un punto dado K 
(fig. 150) cualquier figura rectilinea ABCDE . 
en dos partes ARLB,REDCL que tengan en- 
tre sí una razón dada. Conocida la ABODE 
con todos sus ángulos y lados, averiguaremos 
la superficie del ángulo AFB, cuyo lado AB, 
y ángulos BAF, ABE, suplementos de EAB, 

BG, son conocidos : y siendo facil averi- 
guar como en el problema anterior, la su- 
perficie ARLB, porcion determinada de toda 
la figura; se reducirá el problema á tirar des- 
de el punto K una recta KRL que corte en 
el ángulo EFC. un triángulo de una superli- 
cie conocida. Lo que tambien podrá: servirnos 
para dividir Ena figura en cualesquiera partes, 

341 * 72 En una esfera AMBD (fig. 151) 
formada Por el semicirculo ABD al rededor 
del diámetro AB, se pregunta en qué punto 
será la solidez del segmento esférico DAMED 


o O 

as . 
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igual ¿la del cono DCH. Sea AC=a3 AE=x, 

será CE=a—x: y suponiendo .7:c la razon 

del radio 4-la circunferencia , será la del cír- 

culo máximo ADBHA el 4:” término de la 


proporcion nea E; la superficie del case 
co esférico DAH ( 224) E xx; y la solidez 


del sector esférico DCHA ( 242) Exa 


a*cx 


ER La del cono DCH es el producto de 


el tercio de la áltura EG (239): y como 
en el triángulo rectángulo EDC, EDT, 
v((DC)—(EG)), 6 ED=y (a—at+oar— 
a?) =y (2ax—a*)> si se hace ne (2ax—a"): 


cV(24xr—a?) , . . 
NA E será esta la espresion de la cir- 


su base cuyo rayo es ED, iultiplicada por 


cunferencia del círonlo base del conó: su. su- 
perficie” (185) el producto de esta circun- 
ferencia por=+ED, mitad de su” radio, ó 
£ : cy (2ax—a? ar—a* 
O a ci rd 
y la solidez del cono el producto de esta bas 
se por ¿EG, tercio de la altura, esto 63 solera 


c(2ax ax 
21; 3 


Si esta, que en el caso presente debe 
ser la mitad de la del sector DCHA, se mul- 
tiplica por 2, quedará igual á la de dicho 


* 
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e ' y o arlaar-a?).. 
. rector : de snerte que tendremos e) ES 
— 7 
Y ia que se reduce á 1*301= 
—a? , donde/x=2a==y ¿a? Fa=V (la: 
as): espresion. que se construye, tomando 
AR—=a, trazando sobre. ella el semicírculo, 
€ inscribiendo en él la AT=a: pues sien- 
do la TR en el triángulo rectángulo ATR, 
VUAR HAT) ata): sl se. to 
ma REZTR , será AL=AR—ERo cocionsismo 
=0y a—a*)=x0 
342. El otro valor a=a+V¿4 que por 
ser mayor que el diámetro, 24, no puede 
pertenecer á la cuestion , resuelve esta. otra; 
» dada la. AQ dividida en tres partes iguales 
' en B y C, encontrar en la misma direccion un 
- punto E, tal que AC sea media proporcional 
entre las distancias de E á los estremos A y 
Q: pues suponiendo AG, 'a.;' AE, w; se ten- 
deádaiaza:ja—x; 3ax—at=0", y a=jo== 
Vía*: y supuesta la construccion anterior se 
pasará TR á E y El, puntos que satisfarán , 
la pregunta. Estos problemas cuya ecuacion ¡n= 
cluye la solucion de cuestiones distintas, se lla: 
man concretos; y abstractos aquellos que tienen 
tantas soluciones como valores Ja incognita. ., 
343 Concluyamos esta materia previnien- 
do 4 los que se egerciten en ella, que no es. 
peren acertar desde Juego con el camino mas 
corto de resolver y construir un problema. 


o. "y 


o 


- 


Gi y 
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Entre los diferéntes datos de que se puede 
echar mano para este efecto, los hay que con- 
ducen á ecuaciones mas ó: menos complica- 
das , de inferior ó de superior grado; y por 
eso-se deben tentar otros medios siempre que 


el escogido aparezca embarazoso : en la inte-. 


ligencia de que la mayor parte de las-espe- 
ditas y elegantes construcciones y soluciones 
que leemos en las obras de los mayores geó- 
metras, no se han conseguido antes de haber 
probado otras mas complicadas y trabajosas; 
y de consiguiente que :ademas de talento, se 
necesita haber adquirido con el egercicio cjer- 
to tino, para creerse adelantado en'esta 'maté- 
ria tan util como dificil y delicada: especial- 
mente cuando se' trata de construir ecuacio- 
nes de grados superiores, y 


ARTICULO 11 


Construccion de las ecuaciones indetermina- 
das. de 1.2 y 2.2 grado ó de los lugares 
8cométricos 


344 Todos los puntos de una linea enal- 
quiera que no se haya'tirado casualmente, han 
de estar situados segun cierta leyó propiedad 
particular que caracterice la linea; y que re- 
ducida 4 ecuacion, Cspresará su naturaleza.” 
Para encontrar esta ecuacion por la que se 
puedan despues determinar todos los puntos 


Ú 
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de la linea; basta “referir cualquiera de ellos 
4 dos rectás fijas: colocadas! en el mismo pla- 
no que ella, y exáninar despues la razon que 
tienen «entre sí las distancias dela linea á las 
Otras dos,» * SIDE: 

3451 Para determinar: por: eg. , la: situacion 
de los piiñtos de la linea TR (fig. .152)5: to- 
«Maré dos rectas EL, BD-que formen: nn:án- 
-gulo cualquiera BCL, y. tirando, desde uno de 
sus puntos M la MP paralela á BD; espresa- 
rán las ¡MPG +CPlasodistatibias de HR 4 BD 
y EL: cómo tambien las (HS, CS ; mqCg, Ke. 
espresarán las delos puntós TE; 12: Los dos. 
puntos'A y E en que BD'y EL cortan Ja UK, 
determinan esta linea, y lo mismo las CA y 
CE,“ en coya' razon deberán estar todas las de- 
mas distancias CP, PM; CE, EH; Cg ge. 
á causa de la semejanza de Jos triángulos CAE, 
AMP, Aqm Ke, 

346" Pero 'ántes de pasar adelante se- ha 
de advertir que las partes CA, CP; Cg se Ma- 
Man ¡abscisas, y EL :ege de las abscisas> las 

T,-9m, EH ordenadas 6 aplicadas , y la 

ege de* las ordenadas; cada abscisa:con 
su'ordenada' coordenadás, Urias y otras son rie= 
gativas cuando caen á la izquierda de BD; si 
suponemos "positivas las de la derecha, yal 
contrario. “Toda linea como las abscisas y or- 
deyadas, que: varía de: tamaño en cada dife- 
Fertte punto, se Jlama variable; y constante 
la que tiene valor fijo como las CA, CEy el 


¿ 
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radio de un círculo £c. En lo sucesivo repre: 
sentarémos las ordenadas con las letras Y y Uni 
y las abscisas con x, z,., 
347 - Esto supuesto, para determinar la sí- 
tuacion de los puntos de la HR; colocando el 
principio ú origeñ. de las abscisas e A, y ha- 
ciendo CA=a, CF=b, AP=x, PM=y; ten- 
dremos en los trián gulos semejantes CAF, APM, 
CA:CE:APPM 6 abiay; PM=, que nos 
dará el punto M luego que se conozca CP ó w; 


lo mismo se- hubiera sacado de los triángulos 


 Agm, AMS para determinar las mq, HS, 
-—Pudieramos haber puesto el origen de las 
abscisas en cualquier otro punto C: en este ca- 
so CP=xw, AP=x—a, y y la proporcion CA: 

-CF:.AP:PM se muda en abia: PM=y= 
bx—abh ; a 
“7 En el punto »m se tiene Cp=x, Ap= 
€A—Cp—=a—x; y en los triángulos semejan- 
tes Apm!, ACF, es AC:CF. Ap:pm/, 6 abia— 

ab—ba ee? , 

Y Y =—— , €spresion idéntica cola an- 
terior, sino es en los signos ; por ser negati- 
va la pm! que cae bajo de la +EL: luego di. 
cha ecuacion será la propia de la linea HR, 
pues que representa todos sus puntos. 

348 En el punto en que comienzan las 
abscisas, es decir en su origen, es x=0, Ó no 
hay abscisa: como tambien y=0 en el punto 
A cn que no hay ordenada, por pasar por él 


y 
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la HR. Luego si suponiendo y=0 en una ecua- 
cion, resultase =0 ó al contrario; pasará la 
linea Á que pertenece, por el origen: pero 
sl suponiendo a=o0 resultase algun valor de 
Y, determinará este en el ege de las ordena- 
el punto por donde pasa la linea: y si 
aciendo y=o0 tuviese a algun valor, se cono: 
cerápor él el punto en que la linea corta el ego 


, ; E 
de las abscisas, En la ecuacion y =>, Yesulta 


Y=0, x=0 en la suposicion de ser cero cual- 
quiera de ellos 5 prueba de que HR pasa por + 

> : bxzab : 
el origen A: pero si en y == se hace y= 
O; se tendrá x=a=CA, á cuya distancia del 
origen G pasa HR ; y haciendo ao, resul- 
tay =—b=CE, distancia á que pasa de G 
la HR. ; 


349 Las ecuaciones de esta forma y = 
co 


GP pertenecen á lineas rectas que se ]la- 


man de 1% grado por resolver con su inter- 
seccion los problemas de 1* grado: lineas de 
2.2 grado ó curvas de 1. son el círculo y las / 
Secciones conicas, Parábola, Elipse € Hi- 
pérbola Cuyas ecuaciones son de a.*:grado, y 
resuelven los problemas de este genero , por 
medio de una recta que borte cualquiera de 
dichas curvas, Las ecuaciones de 3.2 42 y de- 
mas grados altos resuelven problemas superio- 
res por medio de curyas de orden superior al 
Ñ 


ei 


ha: y ] Ñ 


Es E 


+ 
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y 2% de las que se: llaman algébricas 6 geor 


métricas aquellas cuyas :abscisas y ordenadas: 
son lineas cuyo valor puede sacarse geométri- 
camente, y trascendentes ó-mecánicas aques 
las cuyas abscisas y ordenadas son arcos de 
círculo, logarítmos, senos, tangentes «c.. Las 


que. en su descripcion guardan cierta ley, se 


llaman lugares geométricos , por: cuanto todos 
sús puntos suministran soluciones á los pro» 
blemas geométricos indeterminados. La semi- 
periféria del circulo: por eg. es “el lagar geo- 
métrico de los vértices de todos los triángulos 


rectángulos que pueden tener su diámetro por . 


hipotenusa (69). Nosotros nos tenemos que ce- 
ñir en esta vasta: é intrincada materia á lo di- 
cho sobre las ecuaciones indeterminadas de TE 
grado, y en cuanto á las de 2.2 3,9 «Kc. tra: 


tarémos analíticaniente de las princi alés pro- 
y pales pros | 


piedades del círculo, de las tres secciones Có- 
nicas, y de algunas curvas particulares, 

350 Supongamos pues, que todos los pun- 
tos de la circunferencia AMNBnm (fig. 153) 
se refieran á las dos'lineas DR ege de las or- 
denadas, y: AB ege de las abscisas, y que po- 
niendo su origen en Á., se trate de espresar 


en una ecuacion la relacion de las coordena- * 


das AP, PM; Ap, pN Sc. tomando de A á 
Blas abscisas positivas y de A 4-E las negati- 
vas, de A 4D las ordenadas positivas de A á 
R las negativas. Hagamos PM= y, el: radio 
AC=a) AP—=w y será PB=AB-—AP=302v* y 
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pues que dejamos demostrado (130) de cual 
quier punto M: del «círculo que AP:PM::PMe 

3 tendremos poniendo sus valores, ayy 
2d=x, y de consiguiente y*==20%0—x*, 6 
Y==E y (2ax3a*), ecuacion que se busca, y 
que manifiesta que á cada abscisa AP=x Cora 
responden dos valores de y3 PM y Pm: de 
Suerte que la curya tendrá dos ramos AMNB, 

mnB. 

351" Si dada la ecuacion se nos pidiese 
describir por ella el círculo; supondríamos 
desde luego x=0,, y por el resultado y==0 co--' 
Roceremos que la circunferencia pasa por el. 
Origen A: haciendo despues yo , resulta 1*= 
242 ó 2%—2ax—o, ecuacion en la que 10, 
2=2a=AB, y que da los puntos A y B por 
donde pasa la curva. Para determinar los de- 
mas, se darán diferentes valores á ac, y de cada * 
uno resultarán dos de y , uno positivo y otro 
Regativo. Si fuese por eg. AP=x=>= en la su- 
Posicion de valer a, 5; y===/ 16===4de=» . 
terminaria Ja longitud de PM y Pm, y de 
Consiguiente los puntos M., m de la circunfe- 
Tencia, que no puede pasar de B; pues si se 
Supone mayor que:2a, saldrá la cuantidad 
2 =(20—x) q negativa, y la y imagi- 
nária 6 imposible (260 t. 1. 

352 Las principales propiedades del cír- 
culo. se sacan facilmente de su ecuacion y?= 

: 24x=x*+ Comencemos por los triángulos rec- 
tángulos: MPG, AQC: en el «primero: se: tic- 


>. 


A 


A e A 
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ne (MC '=(MP)=<(CP ) ó (CM =0 0 
200 —0*+04—2dx+-x*, poniendo por (MPY, 
2ax—a* > y. por (CP), (a—=x)?, redúzcase, 
y se tendrá CM= a, ó.que todos los radios 
son ¡¿¿gnales. En el otro triángulo AQG, don- 
de (AQ'=(0C )=+( AC)=y*+x*, se tiene 
poniendo 2013=x* en lugar de y?, (AQ)= 
241: luego a:AQ:AQ:ua, propiedad demos. 
trada (138)... 

353 Cada una de las cuerdas ZB , QB 
vale y/2a* en los triángulos rectángulos QCB, 
ZCB: de consiguiente 1.2 (QB)=(ZB)*= 
4a*=(Q2)*: es decir; que será recto el án= 
gulo QBZ (69). 2.2En el cuadrilátero AQBZ 
el producto de las dos diagonales QZxAB=4a*, 
es igual á AQ<BZ=+-AZx«BQ=4a>. > 

354 Si el origen de las abscisas se hubie- 
ra colocado en el centro €, háciendo CP ER 
se hubiera sacado del triángulo rectángulo 
CPM.(PMy=(CM )-PC) 30 1y?=ar—a?, 
otra ecuacion al círculo que incluye Ja pro- 
porcion a—x:y:y:a-x >, ó AP:PM::PM:PB de 
donde se sacó la primera (348). 

355 Tambien pudiera haberse puesto el 

“origen de las abscisas en cualquier Otro pun- 
to TP; en cuyo caso tirados los eges TX de 
las abscisas y GS de las ordenadas, bajadas 
perpendicularmente desde el centro á una y 
otra las Clic, y CK=b, serán MU=CT Y 

MG=UT=w las coordenadas de un punto 
cualquiera M de la circunferencia; las coor* 
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denadas del punto N' son NO=YT=x, y 
NY=T0=y $e. La, ecuacion que represen- 
ta la relacion: devestas lineas, se saca facil- 
mente del triángulo” rectángulo MPG, don- 
de (CM )?=( PM) +( POS; pues - siendo 
.MC=a,MP=MU+UP=y+b > y PC=EC— 
EP=c-—x; se tiene ay +2by+b* +0 
2cX+x1* , y de consiguiente y=—b==y (a — 
x*+2er—c*): mueva ecuacion al círculo del 
mismo grado que las anteriores, 


- 356 Háyase de construir por último la 


7 


Curva cuya ecuacion es y*=x*—a*: supo- * 
niendo y—o0, resulta x===a; de consiguien-. 


te, tomando en el punto A de una recta inde- 
terminada BD (fig. 154) el principio de las 
_ abscisas, y las partes AS, As iguales á a, de- 

berá pasar la curya por 5, s. La ecuacion y= 
=v(1*a) Ey ((-a)(:—a)) manifiesta 


que. tomando Jas abscisas positivas: ácia D, 


corresponden á cada AP=y »,dos valores igua-, 


les PM, Pm, uno positivo y Otro negativo; 
€s decir, que la curya tendrá dos ramos SM; 
Sm iguales € infinitos. Otros dos iguales . y 
Opuestos á los primeros se sacan de la ecua- 
ción y==Ey ((—a+a) (aa )) que re- 
sulta de tomar las abscisas ácia B 4 negativa- 
mente: pero en uno y en otro caso ha de 
£91, Y. Mayon que a para que el radical no sea 
Pnaginario, é imposible su yalor; pues que 
entre S y s no hay curya, : : 


TOMO 11, 


a eS 


2 E : % 
ps 
r de a: MOS 193 
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APRA ARTIC UO + II 
“una My; ; o ; par 
, Mae” hoy E 
¡De las Secciones cónicas, Parábola , Elipse 
E “é Hipérbola ** ; 
357 Sic una recta ¡udeterminada AR (fig. 
1195) fija en el punto G, recorre las dos cir- 
cunferencias. DmAn/RNQn ; habrá formado 
dos superficies cónicas opuestas AGD, GRO, 
a Eo ; 
que pueden ser menores ó mayores indefi- 
nidamente: «y de cuyas diferentes secciones 
por un plano resultan las que se llaman sec- 
ciones cónicas, La seccion de un plano que 


or el punto 6 cortase perpendicularmente 
p p E 


cualquiera de dichos conos,' sería un trián- 
gulo GDA. Será un “círculo EMFM/, .sien- 
pre que el plano corte el cono GDA para: 
¡Jelamente á Ja base, 6 formando. el ¡mismio 


ángulo con los lados GD, GA, Si el plano 


* pasa por Bb (fig. 156) cortando los lados GA, « 


GR con diferentes ángulos; resulta una. se 


cion BMM%, que se llama elipse. Será: una 
parábola BMmn (63. 157) cuando el plano 
“secante es paralelo 4 uno, de los lados GC del 
cono: y últimamente si dejando de ser pa- 


. ralelo, cortase uno y otro cono (fig, 155); tra- 


zará las curyas BMmm!, Na que se llaman 
hiperbolas, bs a 

358 En la parábola Bmm! (fig. 157) en 
la que la Bp se llama ege, el punto B vértice 


4 


O 
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y origen' de las abscisas, las PM, pm ordena- 
das, y las: BP, Bp abscisas.; los¡cuadrados dé 
las ordenadas están en la misma razon que 
sus abscisas, 6 (PM): (pm):BP:Bp. Por- 
que si corta, al cono el plano circular FMÉ 
paralelamente ¿4 Ja base , y á estos dos yla: 
nos paralelos los corta + el; triangular GD; 
serán paralelas las comunes secciones FE,DC 
(179) y por lo: mismo serán tambien paja- 
lelas las MP, mp secciones comunes de diglhigs 
planos paralelos , cortados por Bram! Juego 
siendo «por la naturaleza, del círculo (136) 


(MP. )=EBPE,. (mp )=DpxCp=DpxPE: 
(MP) (mp ) (MP): 


por ser. PE=Cp- (98 ).; tendremos 
(mp YFP=PE:Dp=PE::FP:Dp, y pues ¡que 
FP:Dp::BP:Bp en los triángulos semejantes. 


. BPE, BpD; será finalmente, (MP) (mp)':: 


BP:Bp. 

359 En la elipse (fig. 156) supuesto que 
los planos 'AGR,' BMD cortan los paralelos 
EMP, CinD; se tiene:en los triángulos semo- 
Jantes BPF, BpD; DEP, dCp 5 BP-Bp:Plr: 
PD; bPbp:EP:Cp : luego será multiplican- 
0 estas proporciones , BP=bP:Bpxbp::PF=EP: 
PDxCp : y pues que en los círculos EME, 
CmD, (PM D=prcEp +, (pm) =Dp<Cp 3 se 
tendrá BPbPBp=bp:(PM) : (pm) : es de- 
“ir, los cuadrados: de las ordenadas: PM, 
PM son en la elipse' como el producto delas 
partes BP, 6P; Bp, bp que cortan en el ego 
Bb, que llamaremos abscisas. 

La 
4 


xi Ñ 


x 
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360 Lo mismo se saca en la hipérbola 


(fig. 155) de los triángulos BEP, BDp; ¿PE, 


.bpA, donde BP:Bp::EP:Dp, bP:bp:PF:pA: y 


de consiguiente, BPxbP:Bpxbp: EP=PF:Dpx 
pA, 6 BP<0P:Bpxbp:(PM)': (pm ), ponien- 
do por EPxPE, DpxpA sus iguales ( PM ), 
(pm): solo hay la diferencia de que en la hi- 
pérbola las abscisas BP, ¿4P; Bp, hp se toman 


para cada ordenada de distinto lado que en 


Ja elipse, 


. Para que conozcamos mejor las utilísimas 


propiedades de estas tres curvas de quese ha- 
ce un uso continuo y general en todos los xa- 
mos de física y matemáticas, hablaremos de ca- 
da una en particular, considerándolas descritas 
en un plano, , 


Dela parábola 


361 Es la parábola una curva cuyos pun- 
tos M, N, n, m (fig. 158) distan todos igual- 
mente de una linea fija BD que se llama direc» 
triz, y de un punto E que se llama focus, dis- 
tante siempre del vértice S de la cuarta parte 
de una linea p conocida con el nombre. de 
parámetro: de manera que si en el: punto O 
de una escuadra OGB, y en cualquier otro E 
se fijan los estremos de un hilo OMF igual en 
longitud á OG, y se mueve la escuadra ácia 
E llevando tirante el hilo con un lapiz M; la 
linea MNS que describa el lapiz, y la otra mi- 


gn A 
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tad Snm- que trace del mismo modo del otro 
lado de la EH, será una parábola: pues en 
cualquiera de sus puntos M se verifica que 
¿siendo OG=0ME, es ME=MG., quitando MO 
comun: y poro mismo SF=SE=f p. 

362 La recta MF tirada desde cualquier 
punto M de la parábola al focus, se llama ra- 
dio vector ; y si -sé tira desde M la ordenada 
MP=y, siendo SP=x, será siempre MF= 
MG=EP=PS+SE=x=+3p. Luego si habien- 
do escogido en la linea SH que haya de ser ege- 
de la parábola, el punto S para vértice, y 
tomado SF=SE=3 p para señalar el-focus E; 
si despues de haber tirado perpendiculares in- 
definidas á todos los puntos P del ege, se tra: 
zan desde E con el intervalo de cada PE dos 
arcos á un lado y otro de la SH; se deter- 


minarán de cada vez dos puntos M, mi de la. 


eurva, que se describirá fácilmente, determi- 
nando así los demas: pues en tal caso cada FM 
será igual á la distancia EP ó6 GM. 

363 En el triángulo rectángulo FMP, en 
el que (PM)=(FM)—<FP) , será poniendo en 
lugar de PM, FM, FP, sus valores y, %+73P» 
LPs Yy=x00 45 pat pp—40 HS PA 
- ÍPP» que se xeduce á yy=px, 0 y == 

px, ecuacion de la parábola: «que comparada 

con YY=pX de otra cualquier ordenada Y, cur 

ye abscisa sea X, dá yy Y::pa pax ,se- 
gun lo demostramos ya (356). 

364 Si hacemos en ella a=0 Ó y=0, Ve- 


ES 


SY 


Y 
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femos que pasa “la curva porel origen: S, sin 
¿ue se' estienda mas alla; pues resulta ima- 
¿anária la y===Y —px tomando á xc negativa. 
Y como á cada x corresponden dos- valores 
ipuales de y, que crecen á proporcion: que es 
mayor 2 tendrá la parábola dos ramos igua- 
les é inhmnitos; cuyos puntos podran determi- 
narse dando 4 x diferentes valores , y sacan=" 
do en cada uno los que corresponden :á y. 
22365, ¡De yy=px se saca A:y:1y!p, esto es, 
que Cada ordenada es media proporcional 
y éntre su abscisa y el parámetro, y éste tercera 
proporcional 4 cualquier abscisa y su orde= 
Radas de suerté' que la doble ordenada Nr 
(Sy: 158) que pasa por el focus, es igual al pa- 
rámetro; pues siendo la abscisa SF=2 p, 'se- 
rá (NE) =yy=p3=" pp) y NF=V 2 pp=*p; 
1po Na =p. Si 4ávuna cuerda cualquiera 
SE (6g. 159) se levanta la perpendicular LQ, 
será tambien RQ el parámetro de la parábola: 
pues en el triángulo rectángulo SLQ, SR:RL: 
'RLRQ, ó ay:y:RQ=p. 
"2366 . Para tirar una tangente d un pun» 
«to M de la parábola ( fig. 158 ); tiradas las 
“MG, MF y GF; la MT perpendicular á GF 
será" la tangente * pues de cualquier: otro pun- 
Fto suyo Z que 'no sea M, se probará/que:es- 
tt fuera de la: curva, Para esto tirense ZEcal 
“focus, ZB perpendicular 4 la direcwiz y ZG; 
so verá que siendo ZB- menor que ZG (30) 6 


y 


que su igual ZE, Z no está en Ja parábola 
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(359). Si 4 la tangente MT se leyanta en el 
punto M la perpendicular Ó normal MR, la 
¡parte TP de ege comprendida entre. la tangen- 
té y la ordenada MP, se llama subtangente, y 
la.PR comprendida entre la ordenada MP y la 
normal se llama subnormal. 
--367 Siendo'iguales los ángulos GMT, TME 
A (62), y GMT=ZMO, será ZMO=IMF; ZMO 
- sei llama ángulo de la «incidencia, y. TME 
de_la reflexion, Tambien por razon de las 
paralelas GM, TE, y por ser GC=CF; serán 
1guales y semejantes los triángulos GCM, TUE 
(90, y 131), y de consiguiente MG=IE=FM: 
y en el triángulo isósceles MET, la FG per- 
pendicular 4 la-tangente la dividirá por medio. 
368 Puesque FM=F'T=1+" p, será TP= 
TF-+-FP=x3+" p+w—2 p=2x, 6 la subtangen- 
te PT dupla de su abscisa SP; y de consi- 
guiente SP=ST. Luego 1.” el paralelógramo 
MKSP (fig. 159) es igual al triángulo MPT, 
que tiene doble altura que él (97). 2." Para 
tirar una tangente al punto M de la parábo- 
la (fig. 158) se bajará la perpendicular MP, y 
haciendo ST=SP, se tirará por T y Mla TM, 
369 Las perpendiculares ECG. bajadas 
desde el focus á la tangente, son 'como las 
ratces cuadradas de los radios vectores: pues 
dividiendo FG por medio la MT, lo mismo que 
la tangente SC, por ser TG:CM::TSSP, y. IS= 
SP; coincidirá la CS con FC en C: y enel 
, triángulo rectángulo CTF - será. TE: FO5 FO: 
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FS, (FC =TF=FSZFM<! p: en otro punto 
M/ se tendría tambien (FC/)=FM'xp: luego 
(EC): (FC)*:FM< p: FM p, y FC.FC!:: 
EM. /FM”, 

370 4" Enel triángulo rectángulo RMT 

x Y 2 
se tieno ( 136) PTPM:PM:PR= 7 L= 
+ Pp es decir, que la subnormal es la 
mitad del parámetro. La normal MR =.. 
V((MPY=(PR))=V( pas pp JEVMFsp 
en el triángulo rectángulo MPR: y del TMP 
tambien rectángulo , se saca la tangente TM= 
V((PM)(PT))=V( par40)=V4MExo, 

371. Cualquiera recta MO paralela al ege 
SH se llama diámetro cuyas ordenadas son 
m/pl “paralelas á TM, tangente en el punto M 
del diámetro: su parámetro (9) es tambien cuá- 
druplo de la distancia FM de su vértice al fo. 
eus ; de manera que ¿=4MF=p+4x, y de 
consiguiente tercera proporcional á la abscisa 
y tangente que corresponden al punto M ; pues 


es *x:tang=V ( paga): pre4xg, ó+ xs 
MT:g. 


372 Sea la abscisa Mu, s (6g. 159), y u 
la ordenada nal diámetro MO; tendrémos en 
los. triángulos /pn, MPT, MT:1p::MP:In:TP:pn, 


ó Y qeu y qu: Y pa: ln e vVpri 


só ax Fa + 2%: y como Sp= Tp — TS 
E. A ye 


yl 


q 
ae 


e 
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=Mu—TS=3—x ; será Sn=S5p+pn=3+x-+ 
u s y 
: e Por la propiedad de la parábola (361), 
ñ Mpio 8 
(In) =pxSn, ó A vpx +7.) = pz + px+ 


EL, en dond 1 cuadrado y red 
Mara spgagods sacando el cuadrado y redu- 


ciendo, resulta u*=g x, ecuacion á la parábola 
respecto de sus diámetros , en todo semejante 
á la del ege, y de la que se: sacará como en . 
ella, que los cuadrados de las ordenadas son 
como las abscisas; que d comfción cor= 
responden dos ordeñadas iguales Ec. 

373 Si se pidiese trazar una parábola, cu- 
yas ordenadas formen un ángulo conocido con 
un diámetro dado MO (fig. 158), cuyo pará- 
metro se dé tambien ; se tirará por el vérti- 
ce M del diámetro la recta ZMT' que forme 
con él un ángulo OMZ igual al dado: se ha- 
rá despues el ángulo TMF=ZMO, y tomando 
: E = 3; se tendrá el focus F.por donde se 
tirará la HT paralela á MO que será el ege: 
bájesele la perpendicular MP, y dividiendo 

por medio, se tendrá el vértice S con el 

que y el focus se trazará la parábola (360): 
k 374 Si se tiran (fig. 56) la ordenada mp 
infinitamente próxima á PM, y las MK, rt 
paralelas á TP; se tendrá en Jos triángulos 
IMP, roM, TP:PM:ro=Pp:rM, ó poniendo 
por TP su igual 2sp, ó 2KM; aKMPU- E 
rM: y de consiguiente PM><Pp==2KM>rM,Ó 


x 
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el paralelogramo Pp 22M duplo del MK: y co- 
mo se puede probar otro tanto de cualquiera 
de Jos paralelogramos de' que se “compone la 
superficie de la parábola; será cualquier espa- 
cio parabólico SPM. duplo: del espacio esterior 
SoMK., 6 los dos tercios del rectángulo SPMK: 
los triángulos omM, roM se desprecian: en el 
cálciilo por infinitamente pequeños (442). Solo 
¿ en el caso que: las. abscisas tengan como en la 
Parábola, una relacion ¡constante con la sub- 
tangente, podrán” cuadrarse exáctamente las 
curvas, 


ad 


I De la elipse 


375, La propiedad: que caracteriza esta cur- 
va es que la suma de las distancias FM4-=fM 
(g. 160) de cualquiera de sus puntos M á los 


dos If: que se llaman sus focus, es igual 4: 


la línea Ss su ege mayor:, de manera que si 
¿clavados en E, £ los estremos de un hilo EMf, 
mas largo que Ff, se le lleya estirado con un 
lapiz.al rededor-de dichos puntos ;, resultará 
¿descrita una elipse, En ella llamarémos ege me- 
nór la Bb_ perpendicular al punto G mitad de 
Ss y. centro de la elipse: á las CF, Cf escer- 
tricidad: las MP, mP ordenadas y SP, sP 
abscisas del. ege mayor Ss; Mp, Bp., bp or- 
denadas y abscisas del ege menor Bb, y las 
EM, /M radios vectores. Ultimamente, la TX 
“es tangente (fig. 161), la MR normal, PR 
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subnormal, y PT subtangente; correspondien- 
tes al punto M de la eli 


se z , 
376 La estension del hilo en el punto S 


(fig. 160) es aSFE+Ff, y en sy 2s/HfT: loe 
go 2ST+Ff=2fHfF; y de consiguiente 
SF=sf, CE=Cf. De lo quese infiere 1. que el 
punto b de la perpendicular Cb+debeestar 4 
igual distancia; de F y f (29) como lo está C, 


6 Fb=fb=8SC mitad de Ss; y el ege menor” 


“se dividirá por medio en C, á cansa de los trián- 

gulos rectángulos iguales CB, fCb. 2. Un ar- 
co descrito desde h:con el radio CS, cortará la 
Ss en los puntos Y, f que serán los focus: de 
suerte que será facil trazar la elipse dados los 
dos eges; pues determinados sus focus, se prac= 
ticará despues lo que digimos (373). 

377 Llamemos ya Ss, 2a; Bb, 2b; CF= 
Cf, c; PM, y; CP; 0: será PS=5C—CP,, a—x5 
Ps=sC+-CP, aer; PF=CF-CP, cx; Pf= 
SC=Cp, cx SE=SC-CE, ac; y Fs= 
ac: y en el triángulo rectángulo FbC: ten- 
dremos (F0):=(FC)'=+(Cb) 6: aa=cc-rbb; 

, de donde se saca cc=aa—bb, y bb=aa—ct: 
Juego as+cbubae, ó + FsCh: FS; esto: es, 
el semiege menor Cb medio proporcional. cris 
tre las distancias Es, ES de los vértices d uno. 


de los focus. Ala 


1378 Esto supuesto, en el isagals EMF 

es (283) FM+-Mf (21): Ef (ac):f P—PF (21) 

SM EM 2:%_ Con esta diferencia, Y 
4 a 


ed 
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la suma 2a de FM y FM, sacaremos (ror e.1) 


FM=a— q y en el triángulo rectángulo 
PME será (PM )=(FM)—(PF Y, 6 yy= 
E 


caxX 
40 —2C0+= 27 — CO+2C% —4:x, que se redu- 
ce poniendo aa—bb en lugar de cc (375), á 
»h bbxx bb fa Car 
=bb— =- 7 : á 
YY aa aa N “2 xx ): ecuaci 


la elipse, en la que por ser y=== Ls (aa-xx), 


corresponderán á cada _abscisa CP dos orde. 
nadas iguales ¡una positiva y. otra negativa, 
que sé determinarán conociendo á x, y podrá 
trazarse por este medio la elipse: á la que siem+ 
pre divide por medio el ege mayor, 

379 Si el origen de las abscisas se coloca 
en S haciendo SP=w, SF=sf=0c 5 SPxPs que 
antes era (ax) (4-0), será a(20—x): pón- 
gase este producto en la ecuacion anterior en 
lugar de aa—xw, y quedará reducida 4 


b z z 
YY= 377 (2ax—a*), ecuacion en la que 


suponiendo y=0, resulta YX —2AXI0, don- 
de x=0 y 1=205 es decir, que la curya 
pasa por $ en que xo, y por s en que 
X=S$T324. 

380 Tambien se verificará de otra enal- 
quier ordenada M'P" (Y); “enga abscisa SP! 


bb eS 
sea Xi, YY= ap laa—XX ): de consiguich- . 
a, 
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te será YY (aaa) ciéda «(aa 
XXhiaa—=xx: ua—XX; 6 (PM):(M'P):: 
SPxPsSPIxP/s como lo digimos (357). Tam- 
bien de y E (aa—1x) se saca yyaa— 


Xa:bbiaa; y si en lugar de bb. ponemos, su 
lgual aa—cc , resultará yy:00—xx:0a—cc:da 
ó (PM)':SP=Ps::SFxFs:(SC)*.- E 
381. Siendo Mp=PC=x, Cp=PM=y, 
y de consiguiente bp=y-+b» y Bp=b=5: 
. será la ecuacion al ege menor de la elipse 
despejando xx en y?=bb= se (S7O 50 
ar Y — Fx (0b—39)» la, misma respecti- 
vamente que la del ege major, y de la que se de» 
ducen las mismas consecuencias que de aquella. 
382 Trazado un círculo sobre el ege ma- 
yor Ss (fig. 161), si en la proporcion, (PM): 
SPxPs;; BC)": (SC)" (378), ponemos en. lu- 
gar de SPxPs su igual (PH) (136); tendre- 
mos PEE)” (BC)*:(SC)? , y PM:PH:BC: 
SC, as ordenadas del eye mayor á das or- 
enadas de su círeulo, como el ege menor al 
Mayor: luego todas las ordenadas de la elip- 
$0) esto es, su superficie es «a la de dicho 
e culo, como el ege menor es al mayor. Del 
mismo modo se prueba que la super ficie de 
la. elipse es á la del circulo trazado sobre el 


££€ menor, como el ege mayor es al menor. 


Y 
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Suponiendo 1:c la razon del diámetro á:la cir 
cunferencia , será age la superficie del cír- 
culo SAsa , y abc la de la elipse , haciendo a: 
b:aaciabc; la cual es igual á la de un cir- 
culo cuyo diametro es y á4cdb, esto es, medio 
proporcional entre sus eges, Esto prueba que 
el círculo es una elipse de eges iguales con los 
focus en el centro » y el diámetro por parame- 
tro, Con efecto, cualquiera de las suposiciones 
2b:=20, SF=+taj6 p= 24 convierte las 
“ecuaciones halladas en las “del: círculo y= 
2dAÑI, y” 4d ax (348). . É 

383 Llamaremos parámetro p del. 1% 
ege una tercera proporcional á él y al 2? 

2. 

ege; de suerte que sea adabrabp= E: . 
te siempre es igual 4 la ny” doble "orderíáda 
al focus (fig. 160); pues como lá'abscisa CF=c, 
si en, yy =bb— _— » Ponemos cen Tu- 


. gar de 1, y despues aa—bb en lugar de cc, 
E bi bb - 2bb 
tendremos (Ey= za nE=>=> y n= 
426, 

> 

ecuaciones del ege mayor y menor; será el 
; 4 


S aa 
parámetro de éste Ej: ee suerte que sea 


=p. Atendiendo 4 la analogía de las 


ab:24::20:. 


384 De pise saca do=tL: pón-- 


qe; 
= 
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gase este valor en lugar de 00 en las ecuacio- 
nes al 1% ege, y las reducirá á estas yy= 
y 


2 (ar—x0), y=> L(qa—+x) que son las 
del parámetro, del de, ego, 1 Da ¿Mismo miodo 
se 1 a? Ep =p => SE Sor a0da á 


IN: De las de “ambos Mods se 


saca Sh AQ—XXGp:D0, a bb—yy::q:2b , Ó al 
cuadrado de.la ordenada. ul, produeto de,sus 
Abscisus;, corta el Abi á su egos 3 
389 Park tirar unét ngénte" de da elip= 
se en un punto M; se alarga la FM hasta que 
sea MH=ME , ó [H=Ss, se tira lr HE, y 
la perpendicular TX -que la” divide por, mé. 
dio, es la tangente al punto M, el único en 
que toca la curva: pues si cualquier otro O 
perteneciese” ACella;' ¡Tay20P' y Of seriantigias 
les (3728) á á EM+f M 64: £H, lo que es- fal 
so ; por ser,OF-+-0f 6 OH-=-0 e mayores que 
SH. Elrángulo -XMf es igual 4 TIME por 
ser TMF=HMK, y éste á.su yertical pl 
386, Tirada h ¿norimál MR ha 161), $ 
Je los, dngals rectos PS RMÍ se quitan 


los iguales. XMf reido resiltan 
E los ins "RMP y será (193) 

ME:fR:RE, 6 vd, e, 1) fM+ME (30): 
Ye (a) PRESI 


res 
e 
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de cc: o en subnormal PR=FR+-FP= 
ca e po =“(382 2). Si con- 


tando las SSrOS desde Sn vértice se supone 


bh bbu x 
en lugar de x 5 será PRS ZA a Po 
dí y 


7 En el elángalo ractángulo RMT se 
tiene (+36) la subtangente PT= OS = 


Lia (aa—xx) 
qe AAA 2494-44 >, Mendo 
a IA 
<= 
az ; , 
por x,:.a—u. De. consiguiente CT=CP+ 


44- AUX An de Eve 
PT=x+= - o sSE=SCT iii 
= az LE. De CT= lso saca xa: 
acr,ó 6 CP:Cs:CT, por donde se podrá de- 
terminar el punto T' de la tangente TM. 

Últimamente, la espresion a de la, normal se 
saca del triángulo rectángulo MRP en el que 


MR=y (yy+ cla e) E y (bb— did (aa. — 


my) EE): y la de la tangente 


o. ' 
LE ¿204 poniendo aa—bben lugar 


A Pa pa 
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-TM del triángulo MPT tambien rectángulo, 
383 Diámetro de la elipse es una. recta 
El MN (Sa, 160) que pasa por el centro, y se 
termina por ambos cabos en la curva: y did- 
metro conjugado al MN, la RZ paralela á TM 
tangente al punto M de MN: las LQ parale- 
las 4 la tangente TM, son sus ordenadas y 
NQ, QM abscisas: y parámetro de cualquier 
* diámetro una tercera proporcional á dicho diá- 
metro y á su conjugado. 

389 El triángulo tmP (fig, 162) forma- 
do por la tangente, subtangente y ordena- 
da de una elipse, es igual al trápecio Pmks 
que forman la ordenada, la tangente al yér- 
tice y una recta que pasa por el centro y el 
punto k.. Porque en los triámgulos semejantes 

CP, Csk, es Pm:sk:CP:Cs:Cs:Ce (385) : Jnego 
Cs: Cr::Pmm:sk, y Coxsk=Pmo<Ce, ++ ( Coxsh y 
4( PmxCt ) superficies iguales de los triángu- 
los Cit, Csk: quitese de ámbos la parte co- 
mun PmC, y resultará 2mP=Pmks. 

3go De aquí se infiere que el triángu- 
lo glr que forman la ordenada al ege, ol 
ordenada al diametro Min terminada en el 
(80, y su parte qr comprendida, es siempre 
igual al trapecio hqsk correspondiente; pues 
sacandose de los triángulos semejantes Pit, q/r, 
Pmiglr(Pmy(gl) (200): (Cs) (CP) (Cs) 
(Cy) (878): Pmks: qhks diferencia de los trián- 

'0S semejantes Cks; CPm; Cks, Cgh que es- 
n en la misma razon que las diferencias de 
TOMO 11, M 


tá 


ñ p= “AS 
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los cuadrados de sus ladós homólogos Cs, CP," 
Oy; será meglr:Pmksghks: y como Pmu=Pmiks 
(387), tendremos también: qlr =skhg=qhmt' 
quitando Pmks y añadiendo su igual Pmt. De 
* consiguiente el triángulo /o/aserá igual al trape- 
cio correspondiente mort; pues si de glr=qhmt 
se quita ¿hor comun, queda loh=mort. Tam- 
bien será CND=Cme ; pues cuando lr se con- 
cibe bajar: paralelamente 4 ser CN, la 1h que 
se ha de terminar en el diámetro mM alarga- 
do si es-menester, vendrá á ser ND: y, Sien- 
do CND=Cnd por la simetría de la elipse cu- 
yos puntos M, m, N, n deben estar semejan- 
temente situados ; será Cnd=Cmet, 
3g1 Esto supuesto, en los triángulos se- 
mejantes Cmt ,.Cor se tiene (200 ) (Cm ): 
(Co )>:Gmt:Cor, y (199 1. 1) Cm )—(Co)?: 
Cm)*:Cmt—Cor =mori:Cint::/0h:Cdn ( 388 ): 
lo)*: (Cn)? en los triángulos Cd, loh. seme- 
/ jantes por Ja igualdad de los ángulos alternos 
h, de que forman, las paralelas /y, nd; y de l 
igual á su alterno ¿QC=d4N6; luego (Cm)? — 
(Co)=: (Cm)”:: (lo)*: (Ca)*: es decir, laman- 
do á Mm, 20; Nn, 2b; lo, y; Co, x; aa— 


bbax 
, 


xx:a0:yy:Db; y de consiguiente, yy=bb: 


aa 
ecuacion 4 las ordenadas de los diámetros 
del todo semejante á la de los eges; y de la 
que como de estas, se saca tambien que á ca- 
da abscisa corresponden dos ordenadas igua- 
les: que los diámetros dividen sus ordena- 


, 


' 


—A 


wtf 


Ñ * $ 
> A YA? 
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das y la elipse por medio : que CM=Cm, 
E =C52 Ke, E 
392 Si se bajan al ege Ss las ordenadas 
mP, nz, de los estremos m, n de los diámetros 
conjugados Mix, Nn, el cuadrado de Cz com- 
prendido entre el centro y una de ellas nz, es 
igual al producto. de las abscisas PSxPs de la 
otra mP, ó (Cz)'=PSxPs., Haciendo mP=y, 
y sP=x, Sz=x, Ss=2a, Bb=2b; en los trián- 
gulos semejantes ¿Pm, Cnz se tiene (Cz de 
(Pe)"::( mP)': ( nz ):: PSxPs:2Sxzs (378 ); esto 
es, PSxPs (ad—xx ): 25xzs (aa—=x2):: ( PT ) 
AA EX - a4—22) (a9a—xx)” 
A 
de donde se saca z==a0—xx, 6 (02) *=PSxsP. 
393 Del mismo modo se hubiera sacado 
(CP )'=2Sxz2s, y de consiguiente si en lu- 
¿gar de aa:bb:2Sxzs: (nz)? (378), ponemos 
ab (CP) (ar Mn 22, tendrémos(Cn)*= 


a 


(Ce) naji=aa ar: y como tame- 


bien(Gm)'=(CP)'+(Pm'=00+ 002% sa 

Carémos sumando y reduciendo, (Cm)*+(Cn)?= 

aa-+bb, ó la suma de los cuadrados de los 
diámetros igual á la de los eges. 

; ; bb 

394 Siendo” nz=ú, Se=z, será uu==; 

(aa—z) (376), VS  = aa — 22; y Como 


M2 
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j Ñ aauu 


aa—=2=(CP)=rx (390); Será ¿y 12) y 
aquu=bbxx 6.au=bx Tirese ahora la CH per- 
pendicular á TZ, y en los triángulos semejantes 
Ry ' A A 
Can, CtH donde Cz:zn(u)::Cr (E ) (385): CH, 


uxaa . - 
será CxCH===, ó poniendo bx en lugar de 


au, CoxCH=ab; es decir, que es igual el para- 
lelógramo formado de los semieges ú el de 


los semidiámetros, y de consiguiente el de. 


los eges dá el de los diámetros, 

395 Cuando z cae en P, es y=u, z=x, y 
ZU AX Viene Á ser XX=0dA—AX, Ó x= 
$ aa=ax+ a: que da ax: +0, Luego si se 
toma CP media proporcional entre a y 20, 
y se tira por P una doble ordenada, determi- 
nará esta dos puntos por los cuales y el cen- 
tro se pueden tirar dos diámetros iguales; pues 
sus mitades serán hipoténusas de los triángu- 
los iguales CPm, CPn: y como á cada lado so- 
lo en un punto. se verifica la anterior propor+ 
cion, y uno y otro dan unos mismos diáme- 

tros; no habrá en la elipse mas que dos diá. 
metros iguales, 

396 Si dado uno de los eges y su pa: 
rámetro, se pidiese trazar la elipse; se bus- 
cará una media proporcional entre los dos datos 
que será el otro ege (381), y se hará lo que 
dejamos dicho (373). Pero si se diesen dos diá. 
metros conjugados Ss, Bb (fig. 163) que for» 


de ¿Y 
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men scualquier ángulo 5 se tomarán sobre la 
mitad CB de uno de ellos las partes iguales 
CE, EE! gxc. y tiradas las perpendiculares CD, 
ED/ gc, que encuentren la circunférencia de 
un círculo descrito desde (con el radio CB; 
se tirará SB, y por E su paralela EP: tomen- 
se hácia s. y. S partes iguales á CP” y tirando 
despues por los puntos P, las PM iguales ca- 
da unaá su correspondiente ED/, quedarán de- 
terminados los puntos M por donde se ha de 
trazar la elipse, determinando los demas 7, 
haciendo Pm=PM. Efectivamente, en los trián- 
gulos semejantes CSB, CPE se tiene CS(a):CB 


(2):(CPx=)0E=*, y en el triángulo rectán- 

gulo CED/ es (ED'?=(PM)'=(CD')* (GE), 
bb. E 

esto es, ywz, ecuacion á la elipse, 


á la que pertenecerán los puntos M, m. 


n 


sy De la hipérbola 

397 Es propiedad constante de esta curva 
de la diferencia entre las rectas FM', f W' 
2. 164) tiradas desde cualquiera de sus pun- 
tos M/ álos dos f, E que son los focus, es 
Siempre igual Á su primer ege Ss: de consi- 
guiente si habiendo fijado én f una regla FM/O 
mobil al rededor de Jicho punto, y en su es- 
temo O el de un hilo atado por el otro ca- 
bo en E, se voltea la regla al rededor de f, 


e == pr ES, + E O 
KR” e, 
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levando la parte M'O del hilo unida 4 ella y 
tirante todo el hilo con un lapiz MW; señalará 
este la porcion SsH de una hipérbola; pues la 
diferencia entre todas las FM, FM será siem- 
pre igual 4 la que hay entre el hilo y la re- 
gla, y se ve que en el punto $ esta diferencia es 
Ss. La otra mitad SG de Ja curva se describe 
volviendo la regla hácia aquel lado: y para tra= 
zar la hipérbola gs). opuesta, se-truecan las 
posiciones fijando la regla en: F, El hilo ha de 

“ser siempre desigual con la: regla: pues si no, 
saldrian todos los puntos M/ igualmente distan. 
tes de-E y f por ser OM/=0MWF, y M/= 
M'E quitando €M/ comun, y trazaria el lapiz 
una linea recta, 

398 Segundo ege de la hipérbola es una 
linea B) perpendicular al primero Ss, cuya mi- 
tad CB es lado de un triángulo rectángulo, cu- 
ya hipotenusa SB'es igual á CE,, y.el otro la- 
do CS es la mitad de Ss: las perpendiculares 
PM, MQ al 1.2 y 2: eges son sus ordenadas, 
«CO, y SP, sP las abscisas; las f M/, FM/ son 
los radios vectores. TM (fig. 165) es una tan- 
gente, PT la subiangente, MR y PR la nor- 
mal y subnormal correspondientes al punto 
M, Ultimamente, la recta MOM! (Ga. 170) 
que pasando por el centro C. corta Jas hipér= 
Lolas opuestas , se llama didmetro, y su conju- 
gado será la DCd paralela 4 la tangente Te 
al punto M del 1.2 diámetro, cuyas coorde- 
nadas son mQ y CQ. 


/ 


o 
e 
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399 Esto supuesto, si se hace Ss=>0 (Gg. 

164) Bb==b,CF=0f=c, CP=w, y ¡PM =)5 
será SP=CP-—CS—1:—a, sSP=s0-CP=x+4, 
y SPxsSP=(2:—a ) (xa J=x1—aa, Tambien 
será PF=CP—CF=x=c, Pf=PC03-0/=1=<, 
y PEXPf=xwa—cc: y en el triángulo rectán- 
gulo CSB tendremos (BS) -ó (396) (CF)'= 
BC*) (CS) 6 co=aa+bb , y bb=cc=au= 
ca) (ca): de donde se saca c—a:b::b:ic4a 
ó + SE:CB:sI"; esto es, el semiege menor me- 
dio proporcional entre las distancias de uno 
de los focus ú los vértices. 

400 - Tómese ahora PR=FP, y tirada la 
MR, «se tendrá en el triángulo fMR (283) 
[MM (2a):f PPR (20): R (22 ):f Me 

, FM=2, De esta suma y de la diferencia 

¿SM-FM= 24, se sacará (101 t. 1) f M= 
cx cx sl 
74%) y EM 774, y en el triángu- 
lo rectángulo PME, en el que (PM) = 
(EM)—(PF) > Será yy PTA — 2exHaa— 
Ta2cx—cc , poniendo aa-+bb en lugar de 
cc (397), y reduciendo, yy a 


aa 
al (xx2—aa), ecuacion á la hipérbola dife- 
rente dela de la elipse en solos los signos (376). 
Sí poniendo en S el origen de Jas abscisas, ba- 
cemos SP=x , SE=5f=0; será SP=Ps=" 
(2a+x )= 200texr0: póngase este produc- 


La 


/ 
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to en lugar de xx—aa en la ecuacion anterior, 
q bb . 
y se convertirá en yy=- (20112). 
A bb A ba 
401 De yy=>2 (11—aa) se saca EA 
y (ux—aa), de consiguiente, á cada abscisa 
CP corresponderán dos ordenadas iguales PM 
positiva y Pm negativa, que van siendo ma- 
yores á proporcion que es mayor a; de suer- 
te que tendrá la curya dos ramos iguales é 
infinitos, Si se supone en dicha ecuacion y=0, 
resulta 1===a=C08=Cs, es decir, que la 
curva pasa por S y s: de suerte que toman- 
do á x menor que a, saldrá imaginaria la Cuan. 


, b z , 
tidad == 7 V (ex—aa), ó no habrá curva en 


tre S y s; pero si tomamos á y negativa, y 
mayor que a, resultarán dos valores positi» 
“yos de y á cada valor de x% , Y Comenzará en s 
otra curya opuesta é igual á la primera; pues 
tomando CP=CP”, será PSP/s=P/SP's, y 
Je consiguiente PM=P/m, Ultimamente, dani= 
do” diferentes valores á x podremos deter= 
minar por medio de los que resulten de y, di 
ferentes puntos M de la hipérbola que será 
facil trazar por ellos. S 
402 Comparando Jas ecuaciones de dos 
diferentes ordenadas Y, y del 1. ege, cuyas 
abscisas sean X, a, tendremos yy: YY: 
bb 


== (xx—aa): 2 (XX—aa)::0x—aa:XXE—aa, 
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y los cuadrados de las ordenadas serán como 
el producto de sus abscisas segun lo demos- 


tramos (358). Deyy=, (1a—aa) se saca yy: 


xx—aa::bb:aa , y poniendo cc—aa en logar 
de bb(397) 3 yy:xa—aa::cc—aa:da, Ó que el 
cuadrado de una ordenada.es al producto de 
sus abscisas , como el producto de las distan- 
cias de uno de los focus á los estremos del ege, 
es al cuadrado de la mitad de dicho ege:; 
403 Pues que la abscisa CP=x es igual 
á la ordenada MQ del 2.2 ege y su abscisa 
CO igual á la ordenada PM= y, con despe- 


. > O 
jar xx en la ecuacion Y = a 20> ten- 
Y 


dremos la del 2.* ege n= Ga aa: de la 
cual se saca xx:yy==bb:aa:bb::4aa:4bb, es 
decir que el cuadrado (MQ)Y de una orde- 
nada del 2.2 ege es ú la suma de los cuadra- 
dos (QU)'+-(Ch)*, como el cuadrado del 1 
ege al del 2,2 Tambien se ve que á cada abs- 
Cisa corresponden dos ordenadas iguales una 
Positiva y otra negativa Sc. 
' cab 

40% Si hacemos aa: 2b:: dp > 
tendremos el parámetro del 1. ege que es 
una tercera proporcional 4 dicho ege y al 2.%, 
y €s igual 4 la doble ordenada Na que pasa 
por el focus; pues si en Add —db po- 


ad 


/ 


. 
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nemos c en lugar de q, y en el resultado sus- 
tituimos aa-+bb á cc (397); tendremos yy= 


4 bb 2bb 
(NE) => NE => y Nn=-=5. De p= 


2bb As A 
73€, Baca m=2 > y este valor puesto en 


lugar de bb en las ecuaciones del 1. ege las 
, i ) (20 ] 
convierte en estas yy=É (aar+ar)j=pi+ 


ES - 
Le, yy e E A = 22, que son 
las del parámetro del 1.* ege, y de las que 
se infiere que yy:xw—aa:p:2a ó el cuadrado 
de una ordenada al 1. ege es al producto de 
sus abscisas, como su parámetro ú dicho ege. 


405 Tambien == el perámetro 


del 2,2 ege, tercera proporcional á él y'al 1.2 
del a? ego, prop y 


y su ecuacion, poniendo L por aa en xa= 
ad 

a +ad, es 01 4 yy + 
Ub) : de la que se saca xaxyybb:q:2b, es de- 
cir, que el cuadrado de una ordenada al 9.2 
ege es d la suma de los cuadrados (CQ= 
(Cb)? como* su parámetro á dicho ege. 

406 Si tiradas las FM, £M (Gig. 165) á 
los focus, se toma MH=ME, y sobre FH 
se levanta la perpendicular Td, será tangen+ 
te á la hipérbola en M: pues si de cualquier 
otro punto mdela MT, se tiran las mH, mf, 


: CÓNICAS. / 187 
mE, mf—mF=mf—MH es mayor que Mf— 
ME=fH; y siendo mH-+Hf mayor que ref, 

- el punto m no pertenece á la hipérbola (395)s 
y lo mismo se probará de cualquier otrd que 
no sea M, Como los ángulos EMT, TMf son 
iguales, y TM/=NMmm, serán FMT y NM 
tambien iguales, 

407 Enel triángulo FMF se tiene (129) 


SMME::fT:TE, y (MM (L2)M/(0+ 
ex $ 
74)(398)::fT+-TF (2c JI= E + + luego 

FTE E y será CP (x): CS (a): 


£ a d Ñ » 
Cs qe); cr E: proporcion que determí- 
nará el punto T de la tangente; y como al 
2. j 4 > qa , e 
Paso que crece 1, disminuye — ó CT; pa- 
y yz E 
S; 4 S > 
pa todas, las tangentes á la hipérbola por 
¿208 puntos T situados entre Q y S, hasta que 
5 . A ¿ za., 
uponiendo x infinita, == 6 CT se reduzca á 


Cero y 
>.y el punto 'T' se confunda con C. 


08 ná de 
4 Será pues 1.2 la subtangente PT= 


==, 2,2 En el trián- 
gulo rectángulo 'TPM Ja tangente TM = 


v( (PM + ( PT ) >) =Y (E (ex—aa)jar 


e 
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xx—aa Se bhex EA BR 
a Faz Hx12—aa)x O 
a 44) 
2 
3, La subnormal Pr === 
._— Eli 
Y 


bbex px e E > 
an qq pH a > haciendo SP=u=x—a 
4.” Ultimamente, en el triángulo rectángulo 


MEP la normal MR=y/ ( (PM)? + (PR)>) 
btxx bh 
== TS (xx—aa)). 


409 Si del centro de la elipse ó de la 
hipérbola se tira la CK (g. 166 y 167), se- 
rá igual á a; pues siendo CE=Cf, y FK= 
1H, será Ff: FC: fH: CK: y así como CF= 
ESE, será ¿CK=; f.H=:(fm=a=mf )=a. De 
consiguiente, 1.2 descrito un círculo desde ( 
con el radio CS=2, terminarán en su circun- 
ferencia las perpendiculares FK., fd. tiradas 
de los focus sobre la tangente alargada si es 
¿menester: porque siendo recto el ángulo KdD, 
“y estando K en dicha circunferencia; lo estará 
tambien el punto D de la DK que debe ser 
diametro (69). : 

410 2. El producto fdxEK de dichas 
perpendiculares bajadas de los focus á la 
tangente, es siempre igual 4 bb cuadrado 
del semiege menor; pues siendo FK=KH=f D 
por razon de las paralelas DK, fH y eb 


drémos (142) fd<f D=fd-HK=f5=fS=aa= 
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ec=bb (375) en la elipse: y en la hipérbola 


por razon de las secantes (143), fd=FD=fdx 


FK=f5xf S=cc—aa—=bb (397). 

311 32 Las perpendiculares FK baja- 
das del focus E á ld tangente en diferentes 
Puntos m de la elipse y de la hipérbola , cre- 


cen mas que las raices de los radios vectores 


—; 
Ae yo 


en la elipse , y menos en la hipérbola: pues 
en los triángulos fmd , FmK semejantes por 
las paralelas y los ángulos en d y K rectos, se 
tiene fifa EMPR=L522, y multiplicando 
F E 
por EK, (EX) =FIOJax ze =bbx AS 
manos P, p dos perpendiculares FK, FK/, 
y R) r;R, r, sus radios vectores FM, fim; 


z e, A 
EM', fm; teudrémos PP:pp::bbx:bbx=7 : : 


RR RETA R z 
ai y Pipi 7:77. Y como la elipse 
en la que Ror=20, disminuye 7 aumen- 
tando R 
RR de 
+77 Mas, que si siendo constante r, au: 
poo R: y al contrario, en la hipérbo- 
a en donde 7-R=2a, 5 aumenta creciendo 
£ e / 

R; será menor dicha relacion de Es lue- 
go Kc. 

MP Tirada Sd (fig. 165) paralela 4 


> los triángulos semejantes TSd , TMP 


, crecerá la razon de las fracciones , 
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(20) (xa) _ 


(4—a) pS 
by ole Y PES Esta espresio 


se reduce á Sd—=b cuando x es infinita, en 
cuyo caso se desprecian como. demostrarémos 
despues (442), a y—a: y de consiguiente sí 
tomando Sa=SA=b, se tiran por A, a y Ú 
“las LK, /k; serán tangentes de la hipérbola á 
una distancia infinita (405), y se llaman sus 
asintotas : las cuales se vam acercando á Ja 
curva sin llegar á tocarla, Sus ordenadas á Ja 
asíntota /k son las Mm (ig. 168) paralelas á 
la otra asíntota LK; y sus abscisas Cr. ol 
Es 413 Si sealarga una ordenada PM has- 
ta las asintotas , será siempre MnxMN= 
bb=(Sdy 6 + Mn:Sd:MN; pues sacándose 
de los triángulos semejantes CSd, CPn, CS: y 


Sd::CP:Pn, ó abit í será Mn=Pn= 


m=% — y, MN=PN-+PM=% 43 


de Dura : ¿bb 
y MnxMN = YY? pongase cos 


aa 
(xx—aa) en lugar. de yy, y saldrá reducien- 
do, MnxMN=0b. Siendo Pn= de, (Pn)= 


pe, y la correspondiente (y =%_ ys 


es claro que ningun punto de la hipérbola 


Ú 


iS 3 


z CÓNICAS. tor 


podrá encontrar el correspondiente 1 de la 


asíntota: y como MrnxMN=bb óú Mn= 
bb P 


MN Miéntras mayor sea MN, será menor 
MN ó Mn, que irá disminuyendo hasta el 
Infinito + es decir, la asintota se acercará mas 
y mas á Ja curva sin jamas encontrarla. 

414 Del mismo modo que acabamós de 
decir se demuestra que Qrxxy=bb=MnxMN; 
de consiguiente si se tiran dos ó mas para- 
lelas Hh., Ep terminadas en los asintotas, 
Y que corten la hipérbola en x,c, e, r,se 
tendrá Maxhxa=Erxrp: pues suponiendo ti- 
tadas las Nr, Qy perpendiculares á SP! en 
los triángulos HxQ, NrE, hxq, rnp seme- 
jantes á causa de las paralelas Nr, Qg; se ten- 
drá Hx:Er:QuNr, y xherp:xqun: donde mul- 
tiplicando ambas proporciones, resulta Hxxxh: 
Erxrp: Quxxq: Nrxrn: luego Haxah=Erxrp, 
así como Quxaq=Nrxrn: por la misma razon 
epxEe=chxcH. > 

415 Si se mueve la Ep paralelamente has- 
ta confundirse con la Tt tangente.4 la curva 
ea el púnto R, en el que concurren los dos 
T'> € Se verificará como ántes Haxxh=RT=Re, 
como tambien chxcH=Ri<RT: luego Hxxxh= 
chxcH, esto es, Ha (xc-+-ch)=ch (ac--xH), 
que se reduce quitando Hxxch comun, á Ha= 
ch, y de consiguiente Ri=RT, es decir, que 
son iguales las partes de cualesquiera rec- 
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tas comprendidas entre la curva y Tas asin 
totas. , ; 

416 Luego 1. si dada la ordenada RO, 
se toma OT=0C, la Te tirada por T y R; se- 


rá la tangente correspondiente 4 RO: pues sien-: 


do en los triángulos semejantes TOR, TC£, Tt: 
TR::TC:TO; será TR=R¿ como' TO—0C..2,? 
El producto MM/<M» de lás ordenadas para- 
lelas al 1.e ege es, aa: pues en los triángu- 
los sentejantes Mhn, MMN , CSD, Mh:CS::Mn: + 


“SD, y MM':CS::MN:SD; luego MMM (CS) 


(aa)::MaxMN(5b): (SDY(0b): y Mi-MM—= 
(CS)'=aa, 3.2 Ultimamente, para trazar una 
hipérbola entre las asintotas CL, CL que pas 
se por un punto dado x; se tirarán por él 
las Hh, Q7 €c. y tomando ch=Hx, vy=xQ 
$c. pertenecerán 4 la hipérbola los puntos c, 
w Kc. 


417 Tiradas Sá y Mm paralelas á LK, 


y ZM paralela é ignal á Cm, y llamando mm 
la Sg=AC; Cm, w, y Mm, y; se tendrá en 
los triángulos semejantes Man, Sdg, ZMN, 


-Sd:Sg:Ma:Mm, y Sd:gd:MN:MZ :.y multi- 


licando estas proporciones (S)*Saxed: Mpx 
MN-MmoMZ; ó oe ser ¡A g ia trián- 
gulo isósceles Sgd, (Sd) (b0):(Sg y (mm): 
MnxMN(0b) + MmxMZ xy): Juego dhxxy= 
mmxbb, y xy=mm, ecuacion á la hipérbola 
entre las síntotas, en la que por ser y = 


MTRS A ; 
==, 1rá y menguando hasta el infinito, á pro: 


h 


| 


A A 
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porcion que crezca 1, y la asíntota minca: to- 
cará la á hipérbola. Sí suponemos otra orde- 


nada A tendremos YX=mm= yx, 


y Yy:aX, ó las ordenadas dá las asintotas 


estarán en razon inversa de las abscisas. El — 


“cuadrado mm se llama potencia de la hipér- 


“bola, y su valor sacado del triángulo rectán- 


gulo CSh, donde (Sy) =:((0S)=+(Cb)), es 


aa+bbh 
MM, 

a 4 » 

-418 Estén en proporcion geométrica las 
abscisas CX , QU, CG-, Cc, (fig. 169) y será 
CU —CX:CX:: CG —CU:CU::Cc —CG:UG éxc. y 
como los consecuentes son geométricamente 
proporcionales , lo serán tambien los antece- 
dentes XU7UG,Cc kxc diferencias de las abs- 
cisas, Si los cuadriláteros XKYU,YUGZ «c, 
'se conciben formados de los pequeños rectán- 
gulos UnYy, gGZt que tienen lasordenadas 
UY, GZ por altura, y por bases U,gG, partes 
semejantes de XU, UG; será uU:gG::XU:UG: 
y como XU:UG::CX:CU::CU:CG::GZ:YU por 
estar las ordenadas en razon inversa de Jas 
abscisas (415); será nU:gG:GZ:YU, y uUx 
YU=gGxGZ , 6 ¿GZt1=UYyu. Lo mismo se 
podrá demostrar de los «demas rectángulos 
que componen los cuadriláteros; Juego estos 
son iguales: y si suponemas que XUYK sea 1, 
«será XGZYK=>, XcNZK=3 £c. y crecien- 
do las abscisas en progresion geométrica, es 

TOMO 11, N 


A 
0% 
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tarán los espacios asintóticos en progresion 
aritmética. . 

419 Si se tiran las CK , CY, CZ ec. los 
sectores hiperbólicos CYK,CYZ son iguales dú 
los cuadriláteros XUYK,UGZY : pues siendo 
+ iguales los triángulos CXK, GUY ( 199) por 
tener sus bases en razon inversa de sus altu- 
ras¿ si se quita CoX comun y se añade á los 
dos residuos oKY., resultará CKY—KXUY, y. 
así dé los demas: luego si las abstisas son tér= 
minos de una progresion geométrica, serán di- 
chos espacios los correspondientes en la aritmó- 
tica, ó serán sus logaritmos. 

420 Lo primero que hay que saber de los 
diámetros es que ambos se dividen: por medio 
en el. centro C (fig. 170): y que cl segundo es 

igual d la tangente Tt: pues tiradas las MD, 
' Md, en el paralelogramo DM/C, es DC=Mr, 
Juego pues que 'IM=Me (413); será DC= 
Cd. , Dd=T+t, Tomando ahora CP/=CP , y t- 
rando las MP,W'P”, en los triángulos rectán- 
gulos iguales CPM., CP/M' se tendrá CM= 
CM"; Juego $e, De consiguiente dados: los 
dos diámetros conjugados MM',Dd, se ten= 
drán las asíntotas , trazando por el centro ( 
las CL, CZ paralelas á las DM, dM tiradas 
al 2,2 diámetro Dd-desde un estremo M del 
1.2: y al contrario, dadas las asíntotas CL, 
C/ y un punto M de la curva, se. tendrán los 
diámetros , tirando MH paralela 4 CZ, 10-, ' 
mando HD=HM; y las DG,: MC tiradas 
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al centro serán los semidiámetros: pues sl se 
traza MT paralela 4 DG; serán iguales los 
triángulos CDH, THM, 4 causa de las pa- 
ralelas y de DH=HM,> luego TM=DC: y 
como TM es tangente por ser TH = HC, 


ri bh 
ma=NQ+Qn== +y, MmMixmn= e 


—yy: y siendo mNxmn=bb (411); será fi- 


bbxx pias 
nalmente 2 — yy=bb , y de consiguiente 


yy e —bb, ecuacion á las ordenadas del 


12 diámetro de la hipérbola. La de las orde- 
nadas del 2.2 por “ser Cp=mQ=y > y CQ= 
mp=x ; será despejando xx en la anterior, 


mL aa. Ambas son en todo seme- 


jantes á las de los eges, y de consiguiente po- 
dremos de ellas inferir tambien. que á cada 
abscisa corresponden dos ordenadas iguales en 
cada diámetro: que á uno y otro corta la cur- 
va en dos puntos: que el cuadrado de la or- 
denada á un diámetro es al producto de sus 
abscisas , como el cuadrado de su conjugado 
: Na 


Z 
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al de dicho diámetro: que el parámetro de 
un diámetro es una tercera proporcional á él 
y á su conjugado Sic. y así de todas las de» 
mas propiedades, escepto las de los focus, 
422 Si de los estremos d, M de los diá=- 
metros Dd, MW se bajan dos ordenadas do, 
MP al 1. ege, será el cuadrado de Co com- 
prendida entre la una do y el centro €, igual 
al producto PSxPs de las abscisas de la otra 
ordenada MP: y. el cuadrado de CP igual 
á la suma de los cuadrados (Co)*-+(Cs)”. 
Supongamos que sobre Bb alargado se 
toman CE/=CE=CF, y se trazan por B, 
b dos hipérbolas, cuyos focus 'sean E, E/ que 
se llaman conjugadas á las primeras: sea 
CS=a, CB=b, CP=x, Co—=x; será 08% 
os=ad—23, PPxsP—xx—aa. Por la pro- 
piedad de la hipérbola (400) (PM)? : PSxPs:: 
bbiaaz (do)'(Cs )'+(Co)' (401), 6 PSxPy: 
(Cs)? + (Co): : (PM): (do)*:: (PR): (Co) en 
los triángulos semejantes Cod, RPM: luego PSx 
Es (2x—aa): (Cs)'+(Co)' (aa-+z):(PR)......... 
ex-ady? o 44+22) (1ea, 
E (o6)(Co) (e) = LE Eno). 
de donde se saca zz=xx—aa 6 (Co): PSxPs, 
y 11=z2+M Ó (CP)=(Cs)+-+ Co)*. 
423 Si.en la proporcion do)': (Cs) + 
(Co)*::bb:aa (401), ponemos por (Cs)*=+ 
(Co)? suigual xx (420 ); se mudará invir- 
bbxx 


tiéndola, en aa:bb::xx: ( do == a : de con. 


pS 
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siguiente será (Cd) *=(Co)?==(do)*=x1=- 


bh 
aa 222. tambien (CM)*=(CP)? tai 
>» aq42 


(PM)*=xx + Pen. —bb: réstese una ecua- 


cion de otra, redúzcase y se tendrá (CM)*— 
(Cd =aa—bb; y será la diferencia de los 
cuadrados de los eges de la hipérbola igual 
á la de los cuadrados de sus didmetros. 
424 ' Bajada sobre T£ la perpendicular 
Ca. se saca de los triángulos semejantes CaR, 


RPM, RM: PM:¿CR:Ca = gs + tambien 


RM 
PRoyRM:: Co: Cd = A en los triángulos 
semejantes Cod, RPM :, Juego Cdx Ca = 
PMxCRxKM x Co PMxCKxCo Cay 
o lo EA 
BM (GR) Co, 
(Ca)* == E JO ARAS póngase por 


(PM)>, z (ex—aa) , por! (CR), = (405) 


zx—aa por (Co )* (420), ¡(Jen lu 
gar de (PR)*; y resultará despues de redn- 
=D (Cár)<(Ca Je =aabb. y Cel 6 CDxCa= 
ab, ó el paralelogramo DTMC de los semi- 
diámetros igual al de los semieges: luego el paz 
ralelógramo formado de los diámetros de la 
hipérbola es igual al. que: forman los eges. 
425 Dados“los dos «diámetros Ss 1.2) Y 
Bb 2.” (fig. 171) que formen cualquier ángu- 
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lo, se podrá trazar la bhipérbola; tomando so- 
bre el semidiámetro CS alargado cualquier 
número de partes iguales CE, EE! $xc. tifan- 
do por E la EP paralela 4 SB, tomando en CB 
y Cb partes iguales 4 CP, y levantando en 0 
la CD perpendicular é igual á Cs; pues si por 
los puntos P se corta cada paralela PM ignal 
á su correspondiente ED; todos los puntos M 
pertenecerán á la hipérbola: porque siendo 
Ss=20, Bb=2b, CP=y , PM=x; se tendrá 
en los triángulos semejantes CSB, CEP, CB: 
CS: CP: CE, ó b:a:y: CE => yen el trián- 
gulo rectángulo, ECD donde (DE)? cts 
(PM)'= (CE)*+(CD)” y será x= qn 
+aa, ecuacion al 2.2 diámetro de la hipérbo- 
la (401): y verificandose esto en los demas 
'puntos, pertenecerán á la hipérbola. 

426 Cuando los eges Ó diámetros son 
iguales , se llama la hipérbola equilátera; y 
basta entonces para trazarla , leyantar Ja CR 
perpendicular $ igual 4/CB; pues tirando por 
cualquier punto P/ la MP/M/, paralela 4 Ss, y 
tomando P/M/” y. P'M iguales 4 P/R; serán M, 
M' puntos de la hipérbola; porque en el trián- 
gulo rectángulo CP/R se tiene (P/R) 6 (P.M)'= 
(CP) -+(CR)”, esto cs, aa=yy-raa. Esta mis- 
ma es la ecuacion á los eges cuando son 1gua- 
les, Ó cuando la hipérbola es equilátera; en 
cuyo caso forman las asíntotas con los eges 
un ángulo de 45", 
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: pxx 
427 La ecuacion yy=pxa ===" 
las de la elipse é bipérbola con relacion á su 
parámetro, segun se ha visto (382 y 402); y 
como cuando el ege 20 es infinito, como suce- 
de en Ja parábola, dicha.ecuacion se reduce 
pex 
a 
px que lo es de la parábola ; podremos consi= 


pxx . 
pad como ecuacion gene- 


incluye 


omitiendo == que entonces es Cero, á yy= 


derar á Yyy=px += 


ral de las tres secciones cónicas, contando sus 
abscisas desde el vértice; en la cual sacando 
los valorés de Jas diferentes lineas que en éllas 
hemos calculado, se podrán facilmente com- E 
parar, para observar mejor sus relaciones 're- 
cíprocas. 

428 La subnormal por eg. segun he: 

z , x pr 
pd visto (384 y 406), esjp==5 en la 
elipse é hipéxbola, y 3 p en la parábola (368) 
px . par 

en la PES Hub 

la que o. Si en yy=p12==78e po- 
ne en lugar de y, E p ordenada al focus; re- 

r ase 2 

pnl 3 Pp=p > y p=4x==55 es de- 
cir, que el parámetro es cuádruplo de la dis- 
tancia del vértice al focus en la parábola, mas 
que cuádruplo en la hipérbola, y menos en 
la. elipse Kc, A 

429 Finalmente, si dada una porcion 
de seccion cónica, se pidiese cuál es de las 
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tres, y la posicion de sus eges» habiendo ti- 
rado dentro de ella dos lineas paralelas termi- 
nadas por ambos cabos en la Curva, y por su 
mitad una recta; será esta uno de sus diáme- 
. tros (369, 386 y 396): búsquese del mismo 
modo otro, y si saliese paralelo al primero; se- 
yá la curva una parábola, cuyo ege se hallará 
tirando por él vértice una paralela 4 cualquiera 
de los dos diámetros encontrados, Si el 2.2 diá. 
metro corta al 1.2 dentro de la Curva, será 
esta una elipse: y “si le corta fuera, una hi- 
pérbola. En estos-casos si se trazay un arco 
desde el centro de la seccion que corte la cura 
va. en dos puntos, y tiraudo por ellos una 
YTecta, se' le baja una. perpendicular desde di: 
cho: centro; será esta uno. de los eges, y el 
otro debe ser una perpendicular al ege encon- 

trado, ] As 
30 Por medio de los esponientes inde- 
terminados se representan con una sola ecuas 
cion infinidad de curvas de diferente órden. 
Si en el círculo suponemos a el diámetro , y 
en lugar de AYyia—a ( 348), hacemos 2%: 
yu ye: (ax Ys representará la ecuacion 
Y ax) la: maturaléza de los cír 
culos de todos géneros ; y de ella resultará 
la del círculo ordinario suponiendo m=1, n=1. 
Con otros valores salen» diferentes ecuaciones 
de Curvas que se llaman Círculos, por la anas 

logía de su ecuacion con la del ordinario. 


1431 S1 hacemos en la parábola 2% ; y ;; 


cd A ” 
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JAS 
y”: 1% (357); se tendrá la ecuacion á las pa- 
rábolas de diferentes órdenes. Suponiendo a 
el primer ege de Ja hipérbola, se tiene y% 
a(a-+x)::p:a (402): de consiguiente será y 17”: 
. ? mm 
mA, 2) mA — Xx 
2"(a-+x)"::p:a, y la ecuacion y"+"=2xx 
“2 . 

(a-+x),65 ya er=am(a-rx)" la ecuacion á 
las hipérbolas de todos géneros: así como 
amym=c 22m Jo es á las mismas entre las así 
_totas; pues sacándose de xy=c* (415), y:c: 
cx; será tambien y":c*"::cta”: ( e es la poten- 
cia de la hipérbola ). ; 


ARTÍCULO IV 
Noticia. de algunas curgas en particular 


432 Concoide de Nicomédes. Si por un 
Punto cualquiera B (fig. 193) se tiran á una 
recta GH Jineas BQM, BAD éxc. y tomando 
OM=AD, Qí=Ad, se hace pasar una Curva 
por MP D éc, y otra porm, t, be. será 
MDM/ la coricoide superior y mdm' la infe- 
rior: El punto B- se llama polo, y la GH di- 
rectriz. Cuando AB es mayor que dA, resul- 
ta la figura 193: cuando es menor (Gg. 194), 
Ja curva tiene un nudo en d., y cuando es 
igual (fig. 195) se desvanece el nudo, y que- 
da un punto de retroceso en B, 
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Por la referida construccion se ve 1.? que 
la curva podrá trazarse por la interseccion 
contínua de una regla BDM (fig. 196) movi- 


' ble al rededor de B, y de un círculo de un 


radio CA, cuyo centro corra la GH. con la re- 
gla aplicada á dicho centro. Y si al círculo se 
sustituye una curva cualquiera CM (62. 197) 


que se haga mover lo largo de GH junto con 


o 


la regla fija en un punto B, y aplicado á otro 
cualquiera del ege que recorra la GH; resul- 
tará otra concoide que variará segun Jas dife- 
rentes curvas que se empleen. 2. Que la GH 
(fig. 193) es asíntota de la concoide: pues de- 
biendo ser cada vez mas oblicuas las MQ, se 
irán acercando Jos puntos M. 4Ja GH sin que 
puedan juntarse: porque siempre ha de me- 
diar algnna parte de las ¿M. 

¿Sise baja la PM perpendicular 4 AH, y 
hacemos AD=QM=a, AB=0, PM=y 
¡y AP=w>5 se tendrá en los: triángulos PQM, 
BAQ semejantes PO: PM::AQ: AB, Ónoncocan 
V(aoyrsi—y (ay): db, y ay = 


- (by)V(aé—y*) , ecuacion á Ja concoide que 


será una curva algébrica. El mismo cálculo 
da xy=(b=y)V (a*=y*) por la ecuacion a Ja 


“concoide inferior , y una y otra desembaraza: 


da del radical es yiabyi+( bi—ar+x* ) 
y “220 *by=a*b”, ecuacion algébrica de una 
linca de 4.” órden ó curya de 30 
Finalmente, si tiradas las MP, AB ( 6g 
197 ) perpendiculares á Ja directriz, se supo” 
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pue AP=x,'PM=y, CP=z, CQ=A, 
AB 5, será PQ(z—a ):PM (1): AQ(u--a—2): 


ze AB(0), y , valor que sustituido 


en Ja ecuacion 4 la: durva CM dará la dela 
concoide de DM. Si: se sustituye por eg. en 
Y =20x—a*, la ecuacion al círculo, cuyo 
centro es Q; resulta ay = ( by )V (ay), 
que es la de la concoide ordinaria : y susti- 
. tuyéndole:en -y*=px ecuación á la parábola; 
se tiene y3soy"—apy —abp =px , que perte- 
nece á la concoide parabólica, que sirvió 4 
Descartes. para resolver una secuacion de 6. - 
grado. ? : 
433 Cisoide de Diocles. St en un círculo 
cuyo diámetro es Aa (fig. 198), Tc tangente 
en a, se. tiran desde. Á. rectas 'AF, Af Exc. á 
diferentes puntos de la tangente, y tomando 
AN=MF, An=mf k«c. se traza por M, mM 
la curva MAm; se tendrá la cisoide. Tirese 
MI paralela, y MP perpendicular: Aa: ha- 
gase: AP=x, MP=y, Aa =a: y por ser 
ÁN=ME > será AK=Pa=a—=x, y NK= 
V (ara? Y (136): y como en los. trián- 
gulos semejantes AKN, “APM, AK:KN:: 
AP:PM- ó AZ vV( ax—x* Juaya será y= 
2 y (120R) AE 0 EA 
a la ecuacion á la ci- 


soide , linea de 3. orden, y curva algébri- 
ca de 2. 2 


Na also 
Luego 1. 4 cada ábscisa corresponden 


' 


Let An 
$4 é 
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: dos ordenadas, una positiva y Otra negativa: Ñ 


y de consiguiente tendrá la curva dos ramos 
iguales 'é infinitos, 2.0 Pasará por el orígen A 
«de las abscisas: pues y =0 cuando x=0. 
32 Si'u=za, y===la; es decir que cada 
ramo corta la circunferencia del círculo en los 
puntos C, a igualmente distantes de A y a. 


3 . 
4.” Cuando xa, y==, ó y es infinita, y la 


tangente Te será asíntota de la curva. 
Valiéndose en lugar del círculo de la par 

rábola , hipérbola 8:c. se hubiera sacado la 

cisoide parabólica, hiperbólica 8. Los -an- 


tiguos encontraron por medio de esta curva” 


dos medias proporcionales entre dos lineas 
dadas. + 

434  Cuadratris de Dinostrátes. Si una 
tangente AT- (fig. 199) al cuadrante AB se 
mueve uniforme y paralelamenté 4 sí misma 
hacia G, al mismo tiempo que el radio AG 
recorre al rededor de G el “arco AB; Ja in- 
» terseccion de la tángente y el arco formará 
la curva AMD que se Mama. Cuadratriz: 
en la que en virtud de la construccion enal- 
quier espacio AP corrido por la tangente 
AT, es al arco AN corrido por-el radio AG; 
comó el radio es al cuadrante ANB. 

Luego, si se supone AP=w, PM=y, 
AN=u, AC=a,'ANB=0;3' será x:auro 


ángulo ACN: ángulo ACB, 6 U=—: y como 


] 


4 
A 
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CP:PM::CA:AT., ó a—x=:y::a: tang. us se ten- 


£ ax cx . 
drá Y=> lang. =7 por la ecuacion 4 la:cur- 


va, que es de las trascendentes , y de la que 
se sirvió su inventor para cuadrar el círculo, 

435 Espiral de Arquimódes, Se- llama 
así la curva CKMA (fig, :200) descrita por 
Un punto ( que se mueve uniformemente 
por el-xadio CA, mientras que este hacé una 
revolucion al rededor del centro (15 de ma- 
nera que el punto C llegue á A, cuando: el 
radio haya recorrido toda la circunferencia. 
SL CA alargado repite su revolucion, mien- 
tras €) continúa su movimiento , describirá- 
una segunda espiral, y podrá trazar Otras 
muchas que serán partes de una curya que se 
estiende al infinito. De consiguiente, la or- 
denada CM. (y), será al radio CA (a) > como 
el arco AON (%), que es la abscisa corres: 
pondiente , á toda la circunferencia AONBHA: 


ax . 
esto es, y335 ecuacion á la curva, que 


tambien es trascendente, y que pasa por el 
centro del circulo generador y el punto A. 
Haciendo a=c-*=w!, se mudará la ecuacion en 


ax! 
y=a+=» en la que dando á a! Jos valores . 
comprendidos entre o yc, resultarán los de la 


segunda espiral, que terminará en el estremo 
de un radio doble de CA: haciendo a=20-+x”, 


«se tendrá la de la tercera, y así de las demas. 


dd 
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436 Espiral parabólica, Si en un radio" 

cualquiera ON (fig, 201) se toma una parte 

< MN medía proporcional entre el arco ÁN y 
“una recta dada p3' la curva que pase por los 
puntos-M así determinados, se lama espiral 
parabólica. Haciendo en ella AN=x% , CM=y» 
AC=a 5 se tiene y=a—y px, ecuacion á la 
curva , (ue espresará sus infinitas revolucio- 
nes sustituyendo en ella en lugar de 1; c+% 
20-+x Ec. , 

437 Espiral hiperbólica. Si en una rec* 
ta indefinida CP (fig. 202) se trazan desde 
un punto cualquiera (como centro los 'ar- 
cos AG, QM, PO 8xc. iguales en longitud, 
y se hace pasar una curva por sus estrenos 
C,M,O tc. será la espiral hiperbólica, en la 
que la recta BH paralela al ege CP, y dis- 
tante de él en GB=AG=QM=PO kxc, será 
“su asíntotaz pues no puede encontrarla hasta 
que CM sea infinito. 


Sea CA=a, AN=x, CM=y, AC=QM=kc: 


+ =b, tendremos a:b::a:y, 6 wy=ab ecuacion á 


la curva, semejante á la de la hipérbola en- 
tre las asíntotas, y en la que poniendo po! 
z ab ab 
xc+x,20 1 éxc, resulta o TN 
Luego al paso que crece la abscisa , mengua 
la ordenada hasta el infinito, y la curva hacé 
infinidad de revoluciones al rededor de su cen”: 
tro'antes de llegar á él, 


438  Logarítmica, Si de a y otro Jado 


| 


En A IA + 
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de la linea indefinida AY (fig. 172) se toman 
las partes iguales AE, EF éc. AC, CX, XO, 
y en los puntos O,X C,A se levantan per 


ES 


1 


" pendiculares OL, XM',CN,AB €c. que re: 


presenten los múmeros de una progresion geo- 

métrica; las partes, AE, AF, AG- €xc. esta- 
rán en progresion aritmética, y cualquiera de 
ellas 'AP será el término aritmético que Cor- 
responde al geométrico PM, ó AP será el lo- 
garítmo de PM (297 ¿. 1). Hágase ahora pa- 
sar una curva por todos Jos puntos L, M,N, 
Kc. y se tendrá la logaritmica , en la que los 
valores de las ordenadas están en progresión 
geométrica , y los de las abscisas en progre- 
sion aritmética. ) 

Si, suponiendo AB= 1, hacemos AP=x, 
PM=y, m el módulo, y e=2,71828183, nú- 
mero cuyo logaritmo hiperbólico es 1; ten- 
dremos a=mly=ale , (454 y 458) 6 y"=e* de 

x= 
donde se saca y=e”, ecuacion á la logarítmica, 
Curva trascendente, en la que cuando ao, 


y 6 AB=r. Si suponemos ÁE=1, será ED 


ó y=e": luego si llamamos ED ,. a; tendre- 
os siempre y=a* : y-las abscisas formarán la 
progresión aritmética + 1.2,3,4. £c. mientras 
que Jas ordenadas forman -la geométrica + 
atatatias :8xc. Las abscisas negativas AC, 
, AX Kc. que son—1,—a exc. dan las ordena- 


e a 
po: y 
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das 7» Kc. es decir, que la curya tiene una 


de 


sama. infinita BL que se va acercando á la di- 
réctriz Ó ege OY hasta al infinito ,'ó que OY 
será asíntota de la cnrva. La principal pro» 
piedad de la logarítmica es. que su subtangen- 
te es una cuantidad constante como probare» 
mos adelante, , 

439 Espiral logaritmica. Si despues de 
haber determinado un número cualquiera de 
arcos AD,AG,AH, 8:c. (fig. 203) que estén 


en progfesion aritmética, se determinan en 


los. radios “correspondientes lineas CA, CM, + 


CN kxc. en progresion geométrica , la curva 
que: pasa por los puntos A,M,N, éxc, se llama 


logaritmica espiral , la cual forma un mismo 


ángulo con todos los radios CM tirados des- 


“de el centro , igualmente que estos cori la tan- 
gente; y en la que los arcos circulares son lo- 
garítmos de las ordenadas correspondientes de 
las curvas, Dichas ordenadas CO, CN ke. dis- 
minuyen en progresion geométrica decrescen- 
te al infinito, y de consiguiente la curva hace 
infinitas revoluciones al rededor del centro 
C, sin jamas Jegar á él, j 

440. Cicloide. Si un círculo AG ( fig. 204) 
rueda sobre una recta Aa hasta que el punto 
A llegue á 05 trazará-este punto la nueva 
curva ABa que se llama. cicloide 6 trocoide, 
cual ] describe el clavo de una rueda á cada 
revolucion. Si ademas del de rotacion, hubie- 


AY 


£ 
hs X 
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se movimiento de traslacion hácia una misma 
párte, resulta una cicloide menguada (8g. 205), 
y si la fraslacion fuese en sentido" contrario 4* 
la rotacion, será la cicloide alongada (fig, 206): 
Por la descripcion de Ja curva se ve que 


“en la ordinaria la base Au es igual á la cir- 


cunferencia del círculo generador, menor en la 
menguada, y mayor en la alongada. El diáme- 
tro BG es el ege de la curva cuando es perpen- 
dicular á Ja base, y el punto B su vértice. 
Tirada MP perpendicular a BC. (fig. 204), 
y las cuerdas iguales MF, OQ; será EC=MO: 
y pues que FC= AC— A BOC—FKM= 
BOC—OLG=BIO; es claro que la parte 
MO de la ordenada MP es siempre igual al 
arco correspondiente BIO “del circulo gene- 
yador: y como la parte restante OP es seno 
de dicho arco; si llamamos MP., y5 BIO, us 
será la ecuacion á la cicloide ordinaria y=2 
sen u: y suponiendo MO=%BIO que com- * 
prende las tres cicloides, segun que b es igual, 
mayor 6 menor que 4; se tendrá y=- UH 


sen u por la ecuacion general á las, tres, que 
como se ye, son eurvas trascendentes. Cuan- 
do el punto A se toma dentro ó fuera del 
círculo , describe otra especie de cicloide: y 


si en vez de linea recta, se hace rodar el cir- 
culo sobre otra curva; resultan otras del gé- 
nero de las epicicloides, 323 


TOMO 11, o 


; S $ 
A p10 DE ALGUNAS CURVAS, $c. 

o AGE Finalmente, se llaman curvas espo- 
Le 0 nenelales aquellas en cuya ecuacion, entra al- 
gun esponente variable, como ay=x*, el pro- 
de ducto de la ordenada y por la constante da 
que se puede suponer igual Á 1, sería pro ! 
-porcional á la abscisa a elevada á la potencia* 
2. Suponiendo a=1, y 12, sería y 0 %=4;. 

sli=3 , y=3%=27 ke. es decir, que si. 4 
la ordenada y: corresponde la abscisa 2, y ála 
ordenada y! laabscisa x=3 3 se tendrá y:y/: 
4:27: y: las y. aumentarán ó disminuirán en la 

p misma relacion que las x* correspondientes. 

Es muy frecuente y universal el uso que 
en las ciencias y: las artes se hace de las cur= 
vas;, en especial. de las secciones cónicas. Sus 
propiedades sirven en la proyeccion de las 
bombas , escavacion de minas , en la construc- 
cion de Jas bóvedas, de las bocinas acústicas, 

: espejos ustorios ,' telescopios 8xc. Los plane- 
z tas se. mueven en elipses cuyo focus ocupa el 
sol: y las orbitas de los cometas se confun- 
den sensiblemente con parábolas en- los pun- 
/ tos de sus trayectorias en que se observan. La 
cicloide ha servido para arreglar los reloxes 

de péndola éxc, '* 


" 
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442 “El objeto“de este cálculo es consi- 
derar la relacion entre los incrementos 6 de- 
crementos que sobrevienen á- cualesquiera 
cuantidades variables , para llegar á cierto es- 
tado: dichos aumentos Ó decrementos que, 


-son partes infinitamente pequeñas ó elementos 


“de las cuantidades; pueden mirarse bajo de dos 


“aspectos diferentes, que dividen en dos ramos 


el cálculo infinitesimal. En el uno que se llama 


“cálculo diferencial. ó de las fluxiones, se ave- 


rigua la razon que hay entre dichos clemen- 
tos dadas las cuantidades, y en el otro que es 


el integral 6 de las fuentes , se busca la ra- 
zon de las cuantidades dados sus elementos; de 
suerte que el 1.? resuelve las cuantidades en 


sus elementos, y el 2.2 de los elementos com- 
pone las cuantidades. 


Si q es el cociente de la cuantidad D par- 
: pla 
ida pora, de suerte que 7 =9» Y Perma- 


neciendo bh constante, concebimos que A ya- 
ya menguando; irá creciendo á proporcion 
el cociente q hasta que llegando á ser a una 
cuantidad mfinitamente chica cual podemos 
imaginar al cero, venga y á: ser infinitamen- 


AR A bob 
te grande: esto es, si a (es- 


o2 
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te es el signo del infinito). Al contrario, si se 

concibe que 4 vaya creciendo hasta el infini- 

to , disminuirá y hasta llegar á ser cero » y se- 
, E 


b . 
2 TÁ = =4=0. Por esto llamaremos cuanti- 


dad infinita la que en su género se concibe 
haber recibido todos' los aumentos posibles: 
é infinitamente pequeña la que se concibe me- 
hor en su género que otra cualquiera posible. 
Pero propiamente hablando, el infinito mate- 
mático equivale las mas veces á indefinido, y 
viene á ser el límite ácia el,que se acerca el fi- 
nito cuanto se quiere, sin poder jamas llegar 4 
él. Cuando decimos que 1 es la suma de la se- 
ric infinita 4:33, %c, es decir que 1 es el lími- 
te de dicha 'suma; porque cuantos mas térmi- 
¿hos se sumen de dicha serie, mas se acercará 
Ja suma á 1. Asímismo, lamar al círculo po- 
ligono de infinitos lados, es decir que el cír- 
culo es el límite de cuantos polígonos se le 
quieran inscribir ó circunscribir, al cual se 
acercarán tanto cuanto mas lados tenga, 

443 Hay infinitos é infinitamente peque- 
ños de diferentes órdenes: si a es infinito, 
siendo 1:x:0:%0% ; será xx infinito respecto de 
10, como a lo es respecto de 1, ó será infini- 
tamente infinito ó infinito de 2.2 órden: por 
igual razon es 42 infinito de 3. órden, x* 


dl . . 5 
de 4.2 £xc, Si=7es infinitamente pequeño, se- 


Aros: . z z 
rá — infinitamente pequeño de 2.2 órden; 


Ax 


€ 
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T . . 
pues es 1: 200 :L; y será infinitamente 
A, a a? 


pequeño de 3. órden, “de 4 8cc. En un 
xXx 


producto de factores infinitos ó infinitamente 


pequeños , se atiende al número y grado de 
dichos factores: y así bxz y 22» siendo 1, 2% 
infinitos y b finito, son infinitos de 2.” órden; 
pues bxz:xz:b: 1; y siendo b, 1 de un Mismo 
órden, lo serán tambien bxz y x2. Aquí se 
ve tambien que á los infinitos multiplicados 
y, partidos por cuantidades finitas puede me- 
dirlos alguna razon finita, 

444 Las cuantidades finitas no aumentan 
mi disminuyen una cuantidad infinita: porque 


siendo 11 =—1-+I1=0, y z =0 (440); 


a ... 
o: hagase la division (119 


€. 1), y resultará — —a +04 At 


yt gaara * luegó 
HT E S 
E a 1] a 
Jo mismo es —— que a-+4-+-0A-Ui 55 Y 
S PST 1-—-L 


lo mismo es —É = 
a (1 — rra 
Ei Me—a—4—0 —= vi 
De consiguiente en los cálculos en que in- 

Y A . . . 

OS una Ó mas cuantidades infinitas, se 
eben despreciar todos los términos finitos: Y 
por igual razon se deben omitir los infinitos 


1 
r 
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que le anteceden en la. serie precedente: en 
los triángulares por eg, 1=1,3=1+2,6= 
I+492+3 Kc. 

El 3. género es el de los números po- 
ligonos formados por la suma de los términos 
consecutivos de una progresion aritmética, 
toman el nombre segun es 1, 2,3 éxc. la di- 
Lerencia de la progresiO cansino 


' 
Progresiones aritméticas Números poligonos 


1.2.3.4. 54 Sc. dif. 1..1.3:6.10.15, $tc. Triáng. 
1.3257. 9. Sc. dif. 2,.1,4.9,16.25. Kc. Cuadro 
1.4-7.10.19,8tc. dif.3..1.5:12.22.35. Kc. Pentaz. 
1.5.9.13.17.8%c. dif.4..1.6.15.28.45: GUc.Exdgon. 


Se Maman poligonos, porque las unidades que 
tienen sus números, se pueden colocar en fi- 
gura de triángulo, cuadrado, pentágono éxc. 

447 Ya hemos visto cómo por medio de 
la division y de la fórmula de Newton (1 19 
y 177.4 Els reduce á serie cualquier cuan- 
tidad : ahora vamos á esplicar otro método mas 
espedito valiéndonos de los coeficientes inde- 
terminados A, B, CG, D ec, Supongamos 


AY . . a 
reducir á serie la cuan —— 
pues para redu a cuantidad 757 que 


el valor de dichos coeficientes sea tal QUO... 
e =A+B25422+D23+HEzt4+éko. ten- 
dremos multiplicando ambos miembros por 
E O 
eS +A +B2+4C3i4+k0, 


5 
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Ó trasponien- dA+bB+b052-+bD3i54c. 
do ela, 0=)  —a+A:+Bu +C+%. 


Para que el 2.2 miembro se reduzca á ce- 
ro, igualemos á cero todos los coeficientes, Y 
tendremos bA—a=o, bB-+A=0, bU+B=0, 
dD-+C=0: de donde sacarémos despejando 

a A a B 

A,B, C, kc.A=3B== === pp? == 

= po 4 , ES 

=723 D=— == 6 Ea: MEP 
a az azz 

AB Co 4 D3 48. = y A 


az3 . $ 
PA = 
AT Sc. 


Pp : > aa 
lara reducir á serie 73 SUPOn- 
. aa 2ax— Xx 


aa 

20 == AB + Cua + Dario, 
y multiplicando por el denominador ,- sal- 
, ¡ aacAraaBrraalxx+raaDxi+ Kc, 
drá aa= +00 0 +20 Brr+2aCai+ Exc, 
—Axx—Bx? ko. 

Y por ser entonces aa=aaA, aaB+20 Ao, 
aal+saB—=A=o, aaD+20C—B=05 será 


A= dE 2 $ 12 
1, B=- se ra Ds 3 Sc. y de 


consiguiente 
ñ En : 
da+H24i—ag ARE 
Dado mr e 12% 0, 
a a aa us Y 
uando en el mumerador hay dos térmi- 


nos, se igualan á los dos homogeneos de la 


Y 
v 


Ye. 


> - | 
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série multiplicada ya por el denominador: si , 
hay tres á los tres primeros, y asíde los de- 
mas. Para hallar la série que Correspon- 


de A» se supondrá igual 4 A+Bzw+ . 
Cir D3+ Ke, y despues de haber mulé- 
plicado por (Ay Bz+Cz24Dz23+ ke, 
174%; se 1+22=1  —Az—Bzz-—Czi— kee. 
hará 1=A, —Azz—Bz3—Kc. 
2=B=A: y, 


de consiguiente será =B=3, C=4, D=7, Ec, y 
1422 
A 7 = AtBi+ lor + Dire =1+4 
Zn E 
d+ 422472 Kc. série recurrente, por ser el 
coeficiente de cada término suma de los dos. 
precedentes. 
“Para sacar por este medio la raiz próxima 
de (aa-=xx), 6 reducir 4 sérico V (aa+xi)= 


(aarax)* > Supondremos (aa+rxxr) A +... 
Bra +Cxt+ Daó+ere. (no se supone igual 
á A+Bx+Cxrreée, porque el término con 
% del 2.2 miembro sin homóloso en. el 1.2, hu- 
biera embarazado la Operacion). Cuádrese pues, 
la anterior ecuacion » y resultará... iaa 

AA+2ABrx+BBrt+aADaó+8c | 


TEO 1 $ ANCORA GR 
de donde se saca aa=AA y. Aza, B== 


A 1 1 
C=zw+ DE ¡gr «0. Luego y (aa+xx)= 
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6 xx xt 
A+ Bxx+019-D +0 04 7 gG3 
a . . 
1645 —+ Kc, 


448 El súmar las series es la operacion 
mas dificil que se hace, con ellas, y viene á 
reducirse Á sumar algunas generales que sir- 
ven de fórmulas,por las. que se suman las 
demas que pueden réducirse 4 ellas, Noso- 
tros nos cenirémos 4 los casos mas precisos 
5 A A A E 
1. Seas da cdas a ESiNO una 
progresion general geométrica decrescente al 


: ; > 5 la 
infinito, Si se coloca asi + 77 ARTO 


> A a 
El la habremos hecho crescente, y su 
suma'será (2231 1.1) despreciando .el término 
a 


Eg= que es infinitamente pequeño (442 ), 


cente al infinito, - 

Ñ Sumemos- por ella la fraccion decimal 

0,3333 Ec, que sabemos equivale Á qa y vie" 
3 5 


E E 
neá sera: 2: 2,2: si la hacemos 
- 10 100 * 1090 10% > s 


a 


crescente escribiéndola así, 5 
1 


| 
| lio LE E: 
| q0> Será a=3,b=10,q=10, y Í=53=3 De 


6 hd 
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consiguiente la suma de 0,99999 txc. será 1 
como Jo da tambien la fórmula, 

“Para averiguar en quebrado comun el va- 
lor de la decimal 0,181818 €xc, ó la suma de 
Ja progresion á que equivale; harémos a=18, 
b=100, g=100, y será S= ¿22 Z. Tam- > 
bien encontrarémos que la fraccion periódi- 
ca 0,14285714285714 éxc, vale 3; sustitu- 
yendo enla fórmula, 142857 en lugar de a, 
1000000 en lugar de h y q. y 

ti a ad 

449 2. Para sumar una serie Dg? 
Es, iS $c. cuyos numeradores están 
en progresion aritmética y los denominadores 
en progresion geométrica, se reducirá á esta 
Mn a a d a d d a 

'orma 0 24h . Dad bar bag bas” 


d d d 
ET ATT £cc, de donde se sacarán las 


siguientes séries que son otras tantas/progre- 
siones geométticas. 


a a , a a ag 7 
+ ha rra MAR Kc. cuya: suma e77-p> 
A E E al ORURO 

: y ASA  Dh 


AT éXc, su suma... 


0 
: b3*-bqq 
Y pues qué estas sumas escepto la primera, 


forman la progresion. += 


se 3. 
AS a 
, , 


== 


e 
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d AA d O 
yb" bqg-bg oo 
d: 


4 


asp Ye. cuya suma es si á esta 


9 
9% -b4q by 2b eb 
se añade la primera ej se tedio 
ams 
b3q-264+b 
puesta. 

450 3.2 Encontremos generalmente la 
suma de cualquier número de términos de | 
una progresion cualquiera de las potencias 
de los números naturales 1,2, 3, 4 Kc. Re-. 
presente la progresion aritmética + .b.c.dut. 
una serie cualquiera de estos números : 
pues que t=d+1, d=c+1, c=b+1, b= 
a+ 7 Será elevando estas ecuaciones á una 
potencia cualquiera Mus. 


nd IO rm 


por la suma de la série pro- 


m(m—v) (m—) CM RC, 


2x3 
3.207 — PM q da 
2 
m(m—:) (m—2 
A, 


4 b7=aM4 am _— 1 mim—1) 


l/s PR) 


A 


o (d7=3 40-34 m3 4 qm- 3) 


ms”) 44 (mm. JM PI ] 


' A A 4 PAN :J 


222 CC CÁLQULO pe de Ñ ! 
A o. b 
> 23 ; Ld 
Sumo todas estas, potencias y tendré redi 
ciendo , 1"=0"4m9 (am — ma pm —x q 
dr) (mam dr 20m ES rm) 
m(m-1)(m-2 


SI suponemos ahora sm—+ igual á la suma de 
las potencias m=r , de a,b, c,d,t; a 
NA Rd, y y 2, l 
APTA 24 QM m2 ma Ec, y la suma 
anterior se reducirá finalmente 4 mam ¿LN 
a A ES espresion ge» 
Sy , 

neral que se busca, 

Siendo m=1 , resulta t=arso—wb 
s'”=1 4 +1, suma de: una série de poten. 
cias cero: en = 3,2 45.26. por eg “==a+ 
1=6—3+1=4: Si m=2 se reduce la for- 
mula 4104 95 2H 10d +25 ta, 
poniendo en lugar de se —¿, ¿a sacado de 
la suposicion anterior : luego s=* (ti=aa-+ | 
t+a)=:1 (4-1) +=2a(1=a): de suerte quela 
suma de-+8, 9. 10,11. 12, 13 es 5 = 13x7+ 
4x—7=63. 

Suponiendo m= 3 ,: resulta 4 = a+ 
3( ss—t£ 3 s—0 Jess —10a3435534e + 
3s—2t—a: sustituyase el valor de Ss, y Se 
tendrá trasponiendo , s= 04144 Lar 
zaa—¡a—=;t (2tt+-3t+-1)=ta (2aa—3a+1) 


: 


o E 
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En. la série de los cuadrados +2,23.*425.26,? 
se tiene :ss=90, Haciendo m=4., y ponien- 
do. en el resultado los valores hallados de s, 
ss, sale $=314+ 210430 —=5a* +04 qa= 
3t( trotar) jaa ( aa—2a+1): y así de 

1. demas. A ; 
451 Si suponemos infinito el número de 
términos , será el último t=00, y entonces. 
109 PP", 00 "—* Kc, se desyanecerán en la for- 

¡5 ula como infinitamente pequeños respecto de 

.q0”: y lo. mismo $"—?, s"—3 Rec, respecto de 

s—" : luego: dicha fórmula quedará reducida 


m A y 
á om—=mn—, y "— E, Ó suponien-- 


Mar . : 
do m—I=n, AAA es decir, la suma de 
las potencias n de una infinidad de terminos 
de los números naturales es el producto de 
la potencia eo ” del último, termino multipli- 
Cado por el número de términos , y partido 
porn=+1. Con la misma facilidad se sacaría 
la suma de las potencias de cualquier núme- 
ro de términos finito 6, infinito de una pro- 
gresion aritmética cualquiera , suponiendo 7 
la diferencia y haciendo (=d-+r, d=c+r8Xc. 
y como el. esponente n puede representar aun 
las potencias fraccionarias , quedará el proble- 
-10a completamente resuelto, o. 
452 ,'Se llama término general de una sé: 
rie la espresion de 2. número de términos, por 
Ja que se forman todos los de. la série susti- 


ei 
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, tuyerido por n los números 1, 2,3 Ec:n? P 

; eg. , es el término general de la série 1, 4 
:9, 16, 25 Sc, cuyos términos resultan supo- 
niendo A=1, n—a Kc. y suma general de 
una série la espresion que da generalmente 
la suma de un número- cualquiera n de tér- 
minos. Tal es 12 + np ¿suma de la sé- 
rie de los cuadrados 1, 4, 9, 16 $e. cuyo 
término general es nn: en la cual si en la- 

+ garden se pone 6, salen gy1 que suman los 

seis primeros términos. AS 
493 Si en la suma general (S) se pone 

n—1 en lugar de n, resultará la suma 5) de 

los términos hiasta n—1 inclusive, ó de to- 

; dos ménos el último que es el general: de 
consiguiente si esta suma se resta de la, pri- 
mera, se tendrá el término general (T), que 
es siempre S—=s. Si S=2 (nn-n ), será po- 
niendo n—1 en lugar de 1, s=3 (nan), y 
S=s=T=n. Si S= 82, será S=s=T= 
aq'—1. Pero dado el término general T no es 
tan facil encontrar la suma. Contentémonos 
con la resolucion siguiente que se estiende á 
inumerables casos, 

454 Sea T=an"+bn"— cpm 80 

. Er y hayase de encontrar la suma S de sa ; 
séric.« Si hacemos S=A 92m 4BrmCpm—4 1d 

4 Dnr—+8kc, + Ro; y sustituimos n—1 en l : 

y gar de 2, tendremos s=A (ni)"+4B (n= 
1 )”+G (n—1)”—"+D (11) 800 == 


+ Y AS NS o 


Y y - 
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a E EE A 
Mar jm (m-1) =1)- il 8, j . 
2%) A 
Bn" —Bmxn"—* +4Bm(m—1)0"—*=kc, 
: A m1)”, 


A +Dn” "ke. 


LS luego ÍA ; 
de Ko =A(m+ 1)a”—=, Ame 1)ma” ==" 
Y rd SA ; 
| : A ¿Bs yan 
P % » A On" —* SiC. 
ios los “términos homólogos >. y se 


b 
tendrá, AS PS e 
ED 


: t= 
mA 2 mP:m—1I 
Pe de Med SAME 


mm, A A m, => y 
Bn + 800 Sn PA) 
b 


A 2) AMIGO; 


vs SL se pidiese la suma de la série 1.2.3, 4 
Susi), CUYO término: general es n; se hará- 
ML, az=1, b=0, c=o. kc. y será S—=4m+ 
¿rn=4 (nan). La de la série 1.4.9.16... 
aa, donde T=nn, da m==,a=1 b=0, 
¿o Re. Y S=End+trin*l in. oe 
o le, si T=p" como sutede en la fórmula 1”, 
e 1” será m=m, a=1, b=0, 


qn SiC. «y, S5= ES OS 
TÓMO ¡1 P 


Tor. 


y $ 4 O 
Í Y o 
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nr" + 8cc, y suponiendo n=co y positivo, 
será despreciando 2”, qm—x gc, (442), S3" 
nn 
ME : 
455 , Cuando se da una ecuacion A 
az bai cgmdny mtedn + Exc, y se pi- 
de 'espresar en términos de » el valor de 2 
acudimos al que se llama método inverso, ré= 
torno ó regreso de las séries. Consideremos Y 
1. que M=> y n=1>Ó que sea azaz 
bz ++ caáia dat+- Ec, y que se ha 
el valor de 2, $1 'suponemos ¿Ax + Boo 


Cad Dali. ii 


+ 


z2=AArx +2ABx3+BBx4+éc, 


+92ACxt+ke, 
2=. A3xd-3AABat+k, | 


mr zt= » Atot+to. MN 


a=Aar+aBrr+aCi+aDat+ee, 
PER bz=AAbxx+2ABba3+B'bhgtco, 


+2AChxt+Bro, 
ca = Alcaje3AABcat48ro, 
da= Adxt+ko, 


luego ¿=Aax, y A=—: aB+AAb—o, 6 


4 
b Ñ 
B=— —: 4 + 2aBb + Ac—o y C= 
y a? ¿ , E 
2bb—ac . ; 
Far» y así de los demas, Pónganse estos va+ 


* 


E dE 
> 
E 
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lores en z=A+Bra+Ca3+Drt 8cc. y resultará 
Sta a ES PEE sateacda son des 


aliada, AE 
a) 5 
+ Kc fórmula por la que podremos espresar 
úna série de potencias de z en otra compuesta 
de; las mismas potencias de x. 
Sea por e, 2-2 +2D2—=2+ 
Slds tendremos a=1, b==1, c=1, d=-1, 
£=1 Kc y sustituyendo estos valores , será 
at. Si fuesen 1224 
que lztlat ke. por ser a=1, ds 
d=, e=5 Kc. será a 


x xx 
1 — tec. Últimamente, siendo ¿= 
42 


244 


—kkc, será= 242 
Gas Cc, Sera 7= 24-422 + 


Supongamos 2.2 que m=1, y n=2, de 
sl resulta la série x—az+bz2rcdz7+txc, 
de potencias impares : . buscaremos una for= 
mula para este caso, haciendo =Ax+Bxi+ 
Cas+-Da7+8c, pues será, 


P=ABx34+3AABx5+3AAC173kc, 


WD= Asx5+5A*Ba7+tc. 
W= Nal+ko. 
e a=Aar+aBrr+raCas+aDa?+kc. 
"ego 3024 3bx%4-3AABbx5+3AACh1'+ 
3ABBba7+*c, 
, Pa 
de 


+3ABBx7+48c. s 


E * 


/ 


1 
: De donde se sacará 2 =aAx, (6 a 4 


pan. 
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? cion » RETO AN Po, 
NEO Adxl+kc, 


aBAs izo y B==2 (E, pa 
8a be—aad— 

Ze a E de modo que la fórmula 
¿por la. que. podremos espresar en cuales. 


5 p) 

viera potencias impares de %, será ¿=> 3 
g > : 
2 


Es abb-ac 8abe—azd—12p3 ' 
Sana += ade HH POTTER a7+tkc, 
Lara espresar, en x los valores de zen la 
23 2 
ecuacion «== — Y —= 
2.3. EN MENTRE 


27: 


0557 + 8, haremos a=1, b=— 


1 


TARTA ae ALL 
Kc. y se tendrá ¿=x + 


to qa 


m Y 
PR rá — a 3 
ES O 


23d 50% 
Ele Pl 
ado HARE, 4. 6, ES 
¡3 ES 
te ¿e 
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AE ARTICULO 11 


Consideraciones generales sobre los Logarit- 
mos, algunos de sus usos, y modo de sa- 
carlos por las sérics. . 


56 Para generalizar mas las ideas que 
dimos (227 £. 1) de los logarítmos, suponga- 
mos que sea (un número mayor que 1, a la 
potencia á que se ha de'eleyar para que igua- 
le 4b, de modo que a*x=b; será el esponen- 
tex el logaritmo de b,ó x=lb (0 signifi- 
logaritmo.) La cuantidad a se llama base, 
“y segun varíe su valor, varía el sistema de 
logaritmos. Juan Népero su inventor usó del 
mas sencillo en que a=r, del que resultan 
«los logarítmos hiperbólicos (417): este y el 
_dé Jas tablas, en el que se hizo a=10, son 
los usados; pero en- todos es Z1=0: pues 
sien a%=b, suponemos b=15 será a%=1, 
y de consiguiente ao (116 £, 1): y pues que 
lai=1, lai=2, lai=3 Kc. conoceremos “el 
Iúmero. que se ha tomado por base, viendo” 
cuál es. el que tiene por logarítmo 1. 
457 - En cualquier sistema de logarít- 


mos, se tiene lab=2=ta+1bh1 3 por ser 


f bs 
€ $ > Y Por lo que enseñamos (230 4. J): 
E a y de 
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labcd=la-+lb+lc+ld—31 1; la 


: + “=la+la—l1= 
ala—=l1 : laó=3la=J1 E 


y la” =mla — 
Y 


m E ' A , 
(m=1) 11: lVa=Jg” => (h-1Ju= 
lama), : 
IAEA ¿Y a=; (la+al1). En el que. 


brado FA >» donde bas , se tendrá * 


1 F= 1+la—lb; tm da 


lc, poniendo 3/b—211 en logar de 163, Za j 
le—l 1 por lac , y reduciendo despues, Y 
458 Enel sistema comun de los logarít= 
mos delas tablas, en el que /1=0, son mas 
sencillas estas espresiónes por, reducirse á cero 
los términos en que entra /1: y así lab=la-+lb: 


1e9=8la, lar=mla; 11006: 1 3 lg 


2 
” bro ag- 
alb” lc: ly c*=lc =5 lc: y 


¿a—x)4l(a+x): y últimamente l3aa + 
10%+ 5/13=6/3a=13a%, Y para manifestar. 
cuánto facilitan estas espresiones los cáley- 
los 'mas complicados, vamos á aplicarlas á al- 
gunas ecuaciones y problemas, 

459 1,2 Si se diese para resolver la ecua- 


, lb 
cion ab; haríamos xla=lb, y I=77: en 


ami z 
aC 8erá mala-(1—nx) lb=lc, mala— 
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17 
Il 


qa 5d 
nalb=lc—lb , y x= 2 Cda 


AS 


pe 
bm. ” ; 
a tendremos xla=malb+nib= 
, nlb po eE 
A a e Ultimamente, si-se 
bn -— 


ñ D E] 4 . > 2 
diese =fi , sería nib— Llbmalc= 
¿mz A = 


xlf—plf, y (mic+f Jx—(nib+pIf)x=alb, 
ó xxler falo” de a a ES 
fp nfp). a 
(260 2. 1 ) a =p+ 
2.2 Si 100000 personas aumentan en una 
- provincia de ¿5 cada año ¿cuántas habra, al 
cabo de un sigló ? Si 1oo000=n, habrá al fin 
del 1.5 año n4-En ó n(1+5)=0(5): al fin del 
2.” año habrá n(25), al £n del 5.2 AE) ros 
l fin del siglo n(3s) *9. Luego deberá ser 
E) or o0000=x, el número de habitan- 
tes: tendré pues, 100/23+11oo000=lw: y 
como 1¿=131—130= 0,0 14240439'5 será 
100/=1,4240439 : súmese con Í100000— 
5,0000000 , y compondrá 6,4240439=lx 
que corresponde al número 2654874, valor 
de x, y número de habitantes que se busca. 
Para averiguar enqué razon debió au: 


¿Na "CÁLGULO is 
mentarse el género humano cada año por los 
tres hijos, de Noe y. sus.mugeres , para que d 
los'a00' años hubiese un millon de personas; 
supongo que, cada año se aumentasen de..... 
200 

== sería (E) x6 el múmero de perso- 
nas que deberia haber á los 200 años, y de ¿ 

e AR VO I+x_ 
consiguiente (7) x6=1000000,== 


too000my bs > o 1 o 
( AR )+22> y por los Jogarítmos... ¿== 
des 


1 ¿1000000 + 1 
— AZ — [paraa a e | 
A rad Pre 5,2218487=0,0261092; 
El número. que corresponde Á este logaritmo 


106196330001 1061693. 
roo ne Tonga Y T=1Ó poca 


menos : “de suerte que' el aumento cada año 
debería haber sido de E. : 

y ¿Cuánto deberia aumentarse un pueblo 
cada ¿año para. ser al finde cada siglo dos / 
veces mas numeroso? Siendo nel número de 


A TI 
sus habitantes yla razon en que se aumen- 
Ya 


100 


tas habria-al Sin de. un siglo ES) XI) y 


mes que este número ha de ser an; será.... 
q 

VAL y 199 Hr 5 1 
Pa <1n=an y —= 2 72: luego 


+ Y A 14 Y 
+= 12=0,0030103:+con que— == 
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¡10069555 a plas. f 
O0DaSO? 11445 tendrian pues que au- 


| mentarse en 7 cada año. 
Para saber cuantos años se necesitan 
para que n de personas sea diéz veces ma- 
yor, aumentándose cada año 5 hacien- 
dó a el número de años, seriá n (;;)"=10M, 


F A pat L1o 

| Ó(35)F 10, y se sacará odo 
“YÓDOGO0O iS” 

cesa y 723 1. En estos problemas sacados 


de la Introduccion al Analisis de los infinitos, 


una de: las Ip :EpIO CES del célebre 


Leonardo Lulero, se Han tomado los logarít- 
mos de tablas que tienen diez decimales, co- 
mo las escelentes de Ulak. 
: 460 —Tratemos ya de sacar el logaritmo 
de un numero cualquiera, por un método mas 
espedito que el que esplicamos (228, ta 1). 
- Supongámosle 1-+x, y que (1=ex)” sea igual á 
Otro número 1-+z5 será 1+2:=( 1er)”, y 2= 


mMa++4m(m—I pa Exc. Sea... 


X per Or Det e yl(1 qe 
Az+B22+C23+D=*;, tendremos 1(1+:)= 
O e qn 
ko.) ( Ar Biz C++ Dot + ke. ): pón- 

| gase, en ¿este último miembro el valor de 3 

¡E o a antes , y se reducirá la ecuacion 


s 


mAx+mBxx+mCxtimDxt+ke. = ¡ 
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mAx++m(m- 1) 0: o 
+mnBaxx +mCad+- ke, 


en donde reduciendo y comparando los tér- 
minos homólogos , resulta Á—A=0, B== 
ZA, CA, D=-—2A éxc, luego 1 1+x) 
=A (a ja0+ 0 la t+tas ic). Aquí 
se ve que á 1-=x corresponderán diferentes 
logorítmos segun los diferentes valores que 
se den á' la indeterminada Á que se llama 
módulo: pero haciendo xo, siempre se tiene 
1 1=o0, como lo digimos (454). De la suposi- 
cion A=1 , resultan los logarítmos hiperbóli- 
£os , que por mas sencillos, se llaman natura- 
les; y como por ellos se pueden sacar los de 
los demas sistemas, multiplicándolos por el 
módulo correspondiente A, hablarémos de los 
hiperbólicos. 

Y” por cuanto «Ja “série. sacada para el 
1 (tw) es. poco convergente, aun cuando »» 
es un número pequeño; sacarémos para dar- 
la una forma mas ventajosa, el L(i—x)=- 
aa — ja? —hat=ero, y será L ( ex )- 


E A E 1 
(ia a O) 


série por la que se sacará el logarítmo hi- 
perbólico de un número cualquiera mayor 
que Tr, y que será muy convergente: pues 


: ¿Ter ¿ 
igualando el número 4%, siempre x será 
E: 14" . 
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menor que 1. ,Para sacar por eg» el lo- 
, 1+x y 
garítmo de 2, haremos 2=; > Y SCYÁc ic. 
*—=;1 > 1 e ES 

¿= 5 luego 1 9722 (3 +5 35 


ES 


A 


E $«c.)=0,6931458. Del mismo mo- 

do hubiéramos sacado 1 10=2,30258509. 
El duplo del logarítmo de 2 es el de 4, el 
triplo el de 8: la suma de los de 2 y 3 será 
Jogarítmo de 6: Ja mitad del de 10 será el de 
5, y así de los demas que se sacarán facilisi. 
Mamente calculados. los de los números pri- 
meros. 

461. Siendo 2,20258509 el logarítmo 
hiperhólico de 10, y el de las tablas 1; ten- 
dremos 1=Axa, 30258509: de consiguiente 

1 £ 
oreja) 43429448, valor del mó- 
dulo: de los logarítmos de Jas tablas, por el 
que se deben multiplicar para reducirlos. 
hiperbólicos : y estos al contrario, se reduci- 
rán á+los de las tablas, partiéndolos por «..w. 
043429448. 

462 * Si dado un logaritmo, se nos pidiese 
el número que le corresponde, suponiendo z 
el logarítmo dado, y 1-+x el número que se 
busca ; será (458 di=x— taza? + 
5 ato, Para averiguar ahora el valor de x 


¿en 2 (453 ), sea a—A5+Bzo-Co? +Di'+ 
BXC, Y SCrámioo 


SE 


- 


. De. donde se saca a B=3, C=: 
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As "+Bo+Co DH Re, : 
z zi ¡TH AB? BB. 


—ÁCzt—8c, ( 


$ , Er A rAABz'—Sc+ 
Ei 


3 24 
$c. luego a 2 ATA nserada 
Noa 23 234 . 
z 1 
a $8 finalmente. A 
mat y he E 
22 220 17 
— += 
EIA LB A 
n n)3 
mero cualquiera nori E En 
(la) , 
da 8tc, série que siempre es convergentes 
y de consiguiente que resuelve Ja cuestion. 
Apliquémosla á encontrar la base de los lo- 
garítmos hiperbólicos, de que se usa mucho en | 
el cálculo integral: y Ena su logarítmo es 1, 


1 “Ly 
tendremos N=IHI+ iS EA 


2.3 23:4 1:23:4S. 
=2,71828183. Adviértase que el logaritmo 
dado sé reduce á hiperbólico antes de la ope- 
ración, cuando no lo es, 


dd 
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463 Supuesto que debe haber Seal, ya” 


124 
pa Ro, En' general: un nú- y 


| 
| 


li 


. 
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zon. entre' las cuantidades variables y los, que 
mentos ó decrementos semejantes que, les so- 
brevengan ;-es :evidente que si. por medio, de 
estos conseguimos “determinar. dicha” relacion 
entre las cuantidades , quedará ésta determi- 
Mada aunque reduzcamos á cero ó hagamos 
desvanecer los tales elementos, como que son 
partes infinitamente “pequeñas de Jas cuantida» 
des, Este arbitrio para descubrir las cuantida- 
des por medio de sus. elementos,-es el obje- 
to del cálculo diferencial, como" veremos mas 
claramente en- los egemiplos, despues:que: ha- 
yamos enseñado á espresar algébricamente los 
eleméntos: de .toda clise de cuantidades, que 
por el modo con que se sacan, se llaman dí- 
ferenciales, y que se representan con la letra 
d puesta al lado de la cuantidad cuyas partes 
significa. Pero no se debe confundir este cál- 
eulo con el de las diferencias finitas «de las 
cuantidades yariables: que hace con: ellas las 
mismas operaciones que el diferencial é integral 
con las diferencias infinitamente pequeñas. 

Si las-cuantidades variables %, Y cre- 
cen en un instante de una parte infinitamente 
pequeña dx d y; vendrán á ser a+dx, yrdy, 
y la diferencia entre loque son ahora y lo 
«que antes eran, será a+y+da+dy-0-y=dx+ 
dy; estas son las diferenciales de x., Y, que se 
sacarán de cualesquiera cuantidades suma- 
das ó. restadas juntando á cada variable la 
letra caracteristica «que so pone despues 
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lel coeficiente si le hubiese: pues si 3x crece 


de 3dx, será su diferencial 3x+3dx-34=3 dx: 
la: de ay—3 es ady=dz, y la de 2cr+rab= 
Los ada ab* y en cualquier otra 
Mo mE 
euantidad constante es cero la diferencial; pues 
no crece ni mengua su valor. Hemos supues- 
to y supondrémos en lo sucesivo, que las ya- 
riables. erezcan y vengan á ser a+dx, Y+dy5 
pero lléyese entendido que si menguan , serán 
x=dx, y—dy, y sus diferenciales da—dy: 
y si creciendo .x decrece y, serán dichas dife» 
renciales: da—=dy. + 

464 Para diferenciar xz,, multiplicarés 
mos estas cuantidades aumentadas (xdx)x 
(dz), y restando xz del producto xz+xwdz+ 
ado +didz; quedará zdxradz+dodo por dife* 
rencial de 3: que se reduce á zda+adz, des. 
preciando el infinitamente Pequeño de 2.2 hr. 
den dxdz respecto de zdx y xdz que lo son 
de 1.2 (442): luego en' las cuantidades mul- 
tiplicadas se diferencia cada variable consi 
derando. ú las otras como constantes. Y así 
la diferencial de xyz será xy dz a2dy+yzdx, 
diferenciando primero como si xy fuesen cons- 
tantes, despues como silo fuesen xz, y por 
último como si lo fuesen yz: y la de Sax: 


b b x 
7Y% 6d (Sax— “a Y2)= Sardi+Sazdi- 


b hb ; 
¿YE dy, Para no equivocarse , con 


+ 
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viene escribir la última la variable que se di-,. 
ferencia. 

"465 Por esta misma regla será la diferen= 
cial de xx, ada +rrda=2xdx: la de 03, axda+ 
xxada-+rxxda=3xadx1+ la de x*, 4x?dx, y 
en general la de 27, ma”—'da ; luego una 
cuantidad variable elevada á cualquier poten. 
cia se diferencia multiplicando por el espo- 
nente de la potencia la cuantidad disminui- 
do su esponente de 1, Y por la diferencia 
de la variable: de manera que la diferencial 
de 0x5 ó d(axs)será Saxtda: d(e7*)==2x*dz: 


3 2 1r 
dado: a (Ey Fay La die 


ferencial de axiz”, considerando á x*z”, como 
dos variables” simples, es ax (d(23)a2* 
(d(ax)==2ax*zd2+302'x*dx : en general, 
d (ax" 2") = ax" (d (5")--azr(d (0) = ocioso 
na” di+mazrx"—' da, 


466 Si el quebrado se escribe “asi 13-* 
¡(117 4.1); seráisu diferencial 2 dix di 


diferencial del numerador deun quebrado va- 
riable por el denominador, y la de este por 
el numerador , y restando este producto del 
primero, se divide el residuo por el cuadrado 
del denominador;'se tendrá la diferencial del 
quebrado. Y así di Pt En 


A E 


240, é Pa Á LQULO 
Gbarzdz-3b2* da: 2h Al 
o PA A ; 
$ Con - estas reglas” podremos diferenciar 


cualesquiera cuantidades algébricas. Por egem-, 
plo. d G=E: d(mxs—ez yoab PEE 
oxdz+ 637 di—crydaez? ixdy —2cxyzdz: 
d(caz+bx”)* contando toda la cuantidad y Pos 
una variable, es 4 (c—az bas xd (caz* 

bd) = á(caz+ dx3 )<(—adzw-3bx"dx ds 
y por igual razon e tratan o 4 los dos factores” 


comodos variables 1d (ax (mira; 5% e 
(m=2uá—>) alas ))rar xd (mérarai= 
20% dal ma +a—a]t +iax* e +aJt ox 
(Bm ddz >: 
Cuando hay radicales se conviérten en 'sus' 
_ iguales con'esponehtes fraccionatios (140 c.1) 


E ios 
cy asíd (yY2)= d(3*)= 1 


cd Yxs)= d( «at =40 dod( y (aieaj= 
Es O d(ab=xw) += ro e PE = 
__tdy 


- —ada(ab=aw) * esa (ba) Aita 


d(aW (cx—az") V=d(a(er—az Te a or | 
n ; | 


y 
ON Yu 


me 


| 


dl 
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m 
a (o+b)-2q 700%) x(axdo-nade) 


-m 


3 da(ox—adz) *(ub)*=kc. 

467 - La diferencial segunda de una cuan. 
tidad se saca' diferenciando de nuevo el resul- 
tado de la 1.*, y se representa con dos dd: la. 
diferencia 3, se espresa con tres ddd , y vie- 
ne á ser una nueva diferenciacion de la.2.* $e, 
ddx 6 d*x indica la diferencial 2.* de a:udddx 


Será pues la 2% diferencial de x, ddx: 
la: de 20z, se saca diferenciando de ¡nueyo su 
primera diferencial xdz*zdx , tomando á x, 
dz, z, dx, como otras tantas variables: y 
es addr+dadxa +3ddx +dadi=xdd3+-2dudx 
=dda : la de x en cuya primera diferencial 
2xdx se consideran dos variables 2% y dx, es 
axdda+radx*: y generalmente, la 2. dife- 
rencial de 176 d(max"”="dx), es ma"="ddx+ 


m(m—1) 2"=*dx*: como tambien dd (He 
zdx—xd 


A( == ro IO 


TOMO 1L 18 


— 


. 
OS 


a >" e 
, " A 
E 242%: CÁLCULO 


2dde+2*dedz-2*addo. 22% dede-2* dado 


í 7) 2 
dm2dz? dde -zaddez 2idador20d2* 
E, A a 


mismo se practica para diferenciar las cuantida-. 
des en que. haya. ya diferenciales primeras. Y 
así diferenciando de Duevo zd.x, resulta d(zdaj= 
O LO dydde— daddy 
dedirzdda ; aci) = aa AE cae 
Add add 
Y .. dzdd 


468 Si en un cálculo en que haya dife- 
renciales primeras de distintas variables, refe- 
rimos á una como á término de comparacion 
todas las demas; es decir, si suponemos cons- 
tante una de dichas primeras diferenciales, se 
desvanecerán los términos en que entren las 
diferenciales segundas de dicha variable que 
son cero (461 ), y el cálculo Quedará mas 
senciHo. Por egemplo, la segunda diferencial 


de . 4 
7 suponiendo á dx constante AA » 


-dxda z 
dy dy y suponiendo cons. 


. dde 
tante á dy, es Tay ? Por ser en el 1.5 casó 


a 
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ddx=0, y en el 2. ddy—0. 

Las diferenciales terceras”se sacan del 
"mismo modo"que las segundas, tomando á las $ 
cuantidades variables ¿ 4 sus diferenciales pri- 

“meras y segundas, como otras tantas variables: 

y lo mismose debe -practicar para las dife» 

renciales cuartas, quintas 8tc. advirtiendo que 

en todas las diferenciaciones se ha de contar 

por constante la diferencial que en Jas anterio- > 

res se haya supuesto tal. Finalmente, las cuan. 

| tidades omitidas'en la 1% diferenciacion (462) 

| ho alteran el cálculo de la 2.25 pues vueltas 
á diferenciar aquellas que eran de 2," órden, 
hubieran resultado de 3.?, cuya omision' ma- A 
da quita 4 las de 2.0 (449). ] j 


Modo de diferenciar cuantidades que inclu» 
yen senos, cosenos Ec. las logaritmicas 
y esponenciales 


469 Si el seno x de un ángulo ó arco 
Mega 4 ser adx, tendremos (271) suponien= > 
do r=r, sen (x+dx) =sen x cosen da-+sera 
dx cosen w: y como el seno de un arco de 
infinitamente pequeño se confunde con el ar» 
CO, esto es, sen da=dx, y su coseno es el radio 
(263) 6 cosen dx=1; será sen (u+-dx)= sen 
a+dx cosen x: tomemos pues la diferencial, Ñ 
y resultará d (sen x%)=d (sen. a-rdw)=sen a+ 
dx cosen asen x=dx cosena, ó la diferen= 
cial de un sen x, cuyo radio es 1, es el 


qa 


Da ” Ñ pa 
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E. producto de la diferencial de su dngulo mul- 
> tiplicada por su. coseno, 


¡Tambien coseno (x+dx)=cosen x cosen 
dx—sen:x sen da (271): luego siendo sen da=- 
ido, cosen da=1; será cosen ( os 
22 dx seno; y d(cosa)=d ( cos.:adx )=cosen 
¿ 20 dx sen a—cosen ==dx sen x:'es decir, 
3 la. diferencial. del coseno de: un ángulo ó 
«Arco. cuyo radio es 1, igual al producto ne- 
gativo de la diferencial del ángulo multi- 
plicada por .su seno, En yirtud de estas dos 
reglas y de Jas «anteriores, tendremos que d 
| (sen 4x)= 4dx cos 4x: d(sen ax )=adx cosen 
ax: d (coser mzj==mdz sen ma: d( sen 
cosen z)=cosen zxd(sen x)-+=sen axd(cosen 2J= 
, cosenzdx cosena—sen adzsen z: yd(senxa)"== 
m (sen a )"—*d(sen x)=mdx cos a (sen an — E 


Y sen x 
+ 470 Por ser tang x= cos (267), será 


sena, decosente+da sento 


¡e ftang 2) d e cosenta 


A 
8 q" l 464)J=%- (cosenta-esenaj== Y 
a % 


nee coser? coseñnta 
hs ¡por ser cosentaesenta=rr=1 (268): y será 
La diferencial de la tangente d eun arco ó án- 
¿«gulo cuyo radio es 1, el cociente de la diferen» 
«cial del ángulo partida por el cuadrado de su 


; h de 
eS coseno : y como en d (tang ES 


7 cosenta 
_d=cosen*xxd (tang x); será la diferencial 
«del ángulo el. producto de la diferencial de su 
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tangente multiplicada por el cuadrado de su 
coseno. Tambien es la diferencial de la cotan- 
gente del tal angulo el cociente negativo de la * 
diferencial de dicho ángulo partida por el 
cuadrado de su seno; pues siendo d(cotang 2)= 

cosen x de senta—dx cosen*o 
— ) (268) =- EA 


sen x senta 


(464) =— E fsentarecosen'a)s será... 

d(cotang x)=- tn Por sex sen? eses 
sentx" 

cosen*x=1. Con estas reglas y las hasta aquí 

dadas, será facil deferenciar cualesquiera cuan. 

tidades que contengan senos, Cosenos, tan- 

gentes 8xc. 

471 Para la diferenciación de las cuanti- 
| dades logaritmicas , sea x un NÚMero, Cuyo 
logarítmo natural designo por lx, y hacien- 
do la=s, será 2-=dz=1 (x-dx) : de donde 


x+lx 
se saca dz ó d (lx)=1 (ada) ER 
de, de det dx? a 
at (458)= 
(442): es decir que la diferencial del lo- 


| garitmo de un número cualquiera x es su di- 
ferencial dx dividida por el mismo número Xx, 


472 En virtud de lo cual d (1y) =t 


' 


d Lars dl (alla (a+x)) 


á ; 


A aa 


ES CÁLGULO:. 
¿de po 7 0 (lila) pz cd » 


— 
ndx., 


dl alxw J=et, dl" = d (lx) = A 


a E 


zduxdz dér 
Ea) a( ere ee 


¡Ez dz de 
poro ER aa" d(Udb=yy))= 


: d (IWaaneaz) )=Wlea2)) 


e dá Herz)" + 
Poy 
2-22 Len Spain 197 EEE y > 


A 
Más 7% Eqre— “da 
d (mia) 1 (a+cw")S AS 


En la espresion:d (1.ly) a > se será 

de 
ALlyj=dla=": y como d (1)=2 =da; 
sl se sustituyen en logar. de x y de' poe valo- 


res, resultará por último, d(Z, wz ay 


473 Las cuantidades esponenciales' son 
aquellas que tienen por esponente una cuanti- 
dad variable como a*, y. Para diferenciar 
Es supongamos de será lily, A 
7, ó dy=ydlaz: pongamos por y su valor 


%, y tendremos dy ó de=vdlxz; esto es, 


o 
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la diferencial de una cuantidad esponencial 
a% es el producto de dicha esponencial multi- 
plicada por dlx?, diferencial de su logaritmo; 
de suerte que daz=xtdla=x* (dala tuno 
28% 
==) der )=didlar+ y dly ca 
ardxla+y? ( daly + ELE : d(aaa*)= 
(aa-=x*) «dl (aa+x*) (aaa?) (dal (aa 

A 2axde í 
Vayas) 

474 Si.se hubiera de diferenciar c* en el 
supuesto de ser c un número cuyo logarítmo 
es 1; se tendría d( c* )=c*dlc* =c* dale, y 
como le=1 , será der =crdx : espresión de 
la diferencial de la base de los logaritmos hi- 
perbólicos, Las diferenciales segundas ,, terce- 
ras Kc, de las cuantidades esponenciales, de las 
lógarítmicas , y de las que contienen: senos, 
rosenos, éxc, se sacan conforme digimos (465). 


ARTICULO IV 


Aplicacion del Cálculo diferencial 4 las 
lineas curvas 


475 Supuesto que una curva viene á ser 
un polígono de infinitos Jados , de los cuales 
uno de ellos Mn alargado hasta Y formaria la 
tangente TM (6g. 173); sea pm una ordena- 
da infinitamente próxima á:la PM, y Mr una 
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paralela al ege SH: si llamamos: 4 PM, y ; SP, 
zx; será Pp=Mr, dx; mr, dy; y Mm= 
W(dx?+dy?) en: el triángulo rectángulo Mar, 
En los triángulos semejantes Mmr, MPT se 
tendrá 1.2 7m:Mr:MP:PT 20 dyda:yPT= 
ydx E 
Tay * presion general de la subtangente de 
cualquier curva, en la que substituyendo 


por y, 1 sus correspondientes valores sa» 


cados de la ecuacion de la curva de que se 
trate, saldrá el de su subtangente : y de con- 
siguiente se tendrá el punto T' por el'que se 
odrá tirar la tangente 4 un punto M dado, 
2.” Tambien se tiene en dichos triángu- 
los 7m:Mm:PM: TM 6 dy: Y(dx* + dy"): 
y E y) espre- 
sion general de la tangente. 3.2 La de la sub- 
normal. se saca de los triángulos semejantes 
Mar, PMR en que Mr:mr::PM:PR., 6 
dx:dy::y: PR =242. 4.” La proporcion Mp: 
Mm:PM:MR , 6 dr:y(dx* + dy*)::y:PR= 
dai+dy?) >: ay” 
AAA (Er) da el valor de 


la normal. 5, Finalmente , tirada por+S la 
SD paralela á PM, en los triángulos seme- 
jantes TSD, TPM tendremos PT :PM:ST = 


SD; G2/%.... yde xdy. 
PT—SP:SD; 6: ayi La HD=3 7 
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Con los valores de ST y -SD- sacados de la 
ecuacion 4 la:curva, se tendrán suponiendo 
en ellos. x infinita, dos puntos T,D por don- 
de deben pasar las asíntotas de la, curva que 
las tenga. Con efecto, en la tangente á una 
distancia infinita los puntos T y D, se con- 
fundirán con G y B por donde sabemos que 
pasan las asíntotas de la hipérbola (410). 

- 476 Para aplicar estas fórmulas al círon- 
lo; tomemos su ecuacion yy=0d0—YX , Que 
diferenciada es aydy=— axdax : despéjese en 
ella la espresion de la subtangente, y SOLánno 


2 = — a —(L%%)=PT, ponen» 


do por yy, áa—xx. El signo indica que la 
PT se ha de tomar hácia el centro desde don» 
de se cuentan las abscisas, al contrario de co- 
mo se tomó en la fórmula para la cual se con- 
taron desde el vértice (473). En la ecuacion 
Jy=20%=xx en que igualmente se cuentan 


desde el A id tiene = A =... 


2% PT, 6 AP: PB: CP: PT. Tambien se en- 
Cuentra en Ja ecuacion yy=aa—xxw diferen- 
ciada, la subnormal Y y —x: y la normal 


“dx 
dy , 
Y rr EZ) =V(xx-yy)=a, radio del círculo. 
477 En la parábola , cuya ecuacion es 
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yy=px, se tiene: diferenciando, aydy=pdx: 
dada ¿ 

luego la subtangente proto A 
poniendo px en lugar de yy: la subnormal 
0 
de Tay 
elipse cuya ecuacion diferenciada es 2ydy= 
bb 1 


2 (=2xda); se tiene la subtangente PT = 


=3p: yasí de las demas, En la 


yde aa bbx. ax 
“ay == ¿(00 == > y la 


aa 
_ YY bbay _bbx 
subnormal PR = => E in 


ambas negativas por contarse las abscisas al 
reves que en la fórmula, 
478 Del mismo modo encontraremos en 


la bipérbola- la subtangente PT = e == 
o a E == 
1 => y la subnormal PR=G%= 


bba E OA] > 
aa * EM su ecuacion á las asíntotas Xxy=MM, 


se saca ady+ydxu—=o, y la subtangente se- 


¿yaa E 
Yá ei —x : de suerte que se debe tirar la 


Pt. del lado opuesto al punto € origen de las 
abscisas , y así se tirará por £ y m/ la tangente 
_tm!.. Para determinar sus asíntotas tomemos 


> “bb s E 
la ecuacion 190=2(aar+oa), y difirenciada, 
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despejemos 1 —x en su resultado 2aydy= 
o 
aadx+2xdx y hallaremos 27 - => 


que se reduce 4 a=5G, suponiendo w infinita, 
Despejando despues y— pe ;, sale b=SB: Jue- 
go las asíntotas deberán pasar por G y B. 
Cuando. resulta infinito el valor de SB, sien- 
do SC finito, es señal de que la asíntota es 
paralela 4 la ordenada PM: y lo será al ege 
de las abscisas , cuando SB es finito y SGin- 
Ínito. 

479 Del triángulo rectángulo Mm (473) 
'se saca, haciendo al radio 1, rmirM:: 1: tang 
a Mirmu:1: Mm= 

e O la rm: 1:14Ng Y 
poda E ER AO de dedo | 
Mr = qa: Será pues, 7 la espresion de la 
tangente del ángulo rmM que forma la cur- 
Va Ó su tangente en cada punto con la orde- 


d ” 
nada, y Ja de la tangente rM que forma 
de el ege de las abscisas; de consiguiente si 
espejamos en la ecuacion de una curva, des- 
pues de diferenciada, de ó 2; tendremos 
respecto de ella el valor de dichos ángulos: y 
al contrario , para saber en qué punto forma 


la curva un ángulo conocido con su ordenada, 
se igualará el valor dela tangente de dicho 
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dx o A 
ángulo con el de 7, sacado de la ecuacion 


diferenciada de la curva e pues poniendo en 
el resultado en lugar” de y su valor, el de x 
será el punto que se busca, sino es Imaginá- 
rio ó absurdo ; pues entonces en ningun pun: 
to formará la curva dicho ángulo, 

480 "La ecuacion y9-+%= pm» (429) 
de las: parábolas de todos géneros diferencia- 


da es (maen)y"="—=:dy=n 1p"2"—*dx: de con- 
maya 


siguiente dx = pan ==" 03 que susti * 
h yde , yde mano 
Er ) o AS 
ruido ET da reduciendo, Y A 
ydx m 


Del mismo modo se 2 Pa de la 


ecuacion general y"4"=c"-+x de las hipérbo- 
las entre las. asíntotas , que diferenciada es 
my" da+ma"y"—dyo, y en la que da= 
ma? gy 
pa 

481 Si se diferencia la ecuacion y+»= 


Lan(a=ry á las clipses de todos géneros, 


y del resultado(m+n)y"=="= “dyÉ (ma"—=dx) 
(ax) "no" ( ax) — dx), se saca do= 

(mam)yrn >: ay! —; se ten. 
2 (MAP (3 4)P 147 qa) dy)” 


á de 
drá la subtangente A A 
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hamiraeoon 


l Pluna (apa (ax dy 


E E A A 
É (mam—3 (aa) —n4P (a) 3) uh a 


d niendoL- a" (a=x) en lugar de > 
ENS A ÑO E 
¡ 


rie. quitese L-, y, divídanse los dos términos 
Y e quutese a) y cs 


por am" (ax) *, y se tendrá finalmente, 
dy _Amaenjrla—x)_ (minjele—2) pop 
dy — mfa—2)—na T am—ma—nx * 


: yde, 
un cálculo semejante se saca tambie: Eg => 
fune qe la ecuacion yen L qomo 
AMAMIANR a 
(ax) 4 las hipérbolas de: todos géneros. 

482 En la logarítmica en la que (436) x= 
Aly, y A se ene IZA: es de- 
cir, que su subtangente es constante é ¡gual 
siempre al módulo. 

483 Supongamos ahora, una curva BOG 
(6g.. 205) con otra BMA' tal que alargada la 
«perpendicular PO hasta M, la relacion de 
MP al arco BO sea espresada por una ecua- 
“cion cualquiera: y que se trate de tirar una 
tangente al punto M de la curva BMA. Sea 
mp una ordenada infinitamente próxima á 
MP, tírese Mr paralela 4: OR tangente de la 


<< > » 
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curva BOC, y supongo BOC=x, MP=y; 
será Pp-6 Mr=dx, mr=dy: y de los trián+ 
gulos semejantes WMimr, RMP “se sacará mr: 


Mr: MP: PRO ó dy: dx:: Y: ta, que 


será la fórmula de la subtangente que se bus-. 


ca; cuyo valor debe tomarse sobre la tangen. 
te RP de la curva BOC. Si' esta fuese un cir. 


culo, y la BMA es tal que y=ts; será una 
cicloide (438): y pues que diferenciando, re- 


E de bdx _abaz 
sulta dy==75 será ==> 


y Taba 
484 Si dado un cirenlo. ÁHBO (Gig. 200), 
se pidiese tirar una tangente al punto M de 
una curva CKM cuya relacion con el radio 
CM se esprese por una ecuacion cualquie- 
. ra; tirado el radio:Crur infinitamente próximo 
á CN, descrito el arco Mr infiuitamente pe- 
_queño con el radio CM, y levantando en CM 
la. perpendicular CT; supongo AC=CN=a, 
CM=y, y el arco AHBN—=x; será Nra=dax, 
rm=dy. Los sectores semejantes CNn, CM 
dan CN (a): CM (y):; Nn (dx): M=2E 5 
de los triángulos semejantes CTM, Mar, en 


j ¿Mrs CM: CT 6 dy 14. 

los que rm: Mr:: CM: CT 4 A, CT, se 
, TT Y 

saca ei que es la espresion' de la sub- 


tangente que se pide. 


v + Ñ Qe 
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Sea la curva CKM la espiral de Arqui- 


médes en laque y==(433), y diferencian- 


do dy= 1% > da. sustituyo este valor 


da cd 
en a y tendré CT = Sr , que se 
Teduce poniendo en logar de y”,4.CQT= 
Lal arco DSM; pues CN (a): OM (y): 


a 

AHBN (+): DSM="2: Juego. si trazando un 
círculo con el radio CM=y, se toma CT igual 
al arco DSM, se tendrá el punto JP desde el 
cual se ha de tirar la tangente TM, 

485 En la espiral hiperbólica , «cuya 
ecuacion xy=ab (435) diferenciada es ady+ 
Ydx=0, ydx=—ady; se tiene Cl=- 
dy la ) 


a AG : pues AG (a); 
AN (1):: CM (y):0=%. Será pues, la sub- 
: y): 0=- p 


tangente de la espiral Lhiperbólica cuantidad 
Constante como en la logarítmica. 


Del método de los máximos y minimos, 


486 Para percibir la économía de este 
método que se dirige 4 encontrar las mayores 
ó menores cuantidades que erecen ó menguan 
segun cierta ley, Ó que tienen en mayor gras 


*» 


¡An 
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do que todas sus semejantes alguna propiedad 
determinada; Concibamos que la ordenada PM 
(Ge. 174) de una curva SMBM's crece hasta 
llegar á ser la mayor BC; crecerá la subtan- 


_gente en la fig. 4% hasta que en el punto B 
resulte infinita ,- por ser paralela la tangento, 


BR al ege de las abscisas Ss, y menguará en 
la fig. 2,* hasta desvanecerse, por confundir. 
se la tangente con la ordenada CB. Sí dicha 
ordenada continúa hasta s, será la subtan- 
gente negativa, que va aumentando en la fig. 
2. y menguando en la:1*. Las mismas ob= 
servaciones tienen Jugar respecto del ege Aa, 
y de la ordenada p'M' que ya menguando 
hasta llegar á ser la menor Bc; luego 1. una 
cuantidad que pasa de positiva ú negativa, 
ó pasa porel infinito si crece, ó por cero 
si mengua. 4 

487 2. En el punto B (fig. 1.5) se des- 
vanece el ángulo que la tangente forma con 
el ege de las abscisas Ss, y en la fig. 2 el que 
forma con el de las ordenadas: es decir, que 


dx" dy 
en estos puntos es cero.¿, y se (477): y co 
mo dichos puntos son los de las mayores Y 
menores ordenadas, tendremos que en ellos es 
cero la diferencial de ó dy de la variable. 
Como la espresion de cualquiera cuantidad 
variable se puede considerar como el valor de 
la ordenada de una curva; podremos inferit 


«generalmente, que para ayeriguar los puntos 


y e 
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del máximo y mínimo de cualquiera cuantidad, 
se-ha de diferenciar su espresion, y suponiendo 
su diferencial igual á cero; resultará el valor ó 
valores que sustituidos en la primera espresion, 
darán los puntos del máximo ó mínimo: ad» 
virtiendo que un valor megatiyo supone una 
condicion da á la de la cuestion pro: 
Puesta, y los 1 aginários prueban que no-hay 
el máximo ni el mínimo que se busca. Por es- 
te mismo método deben determinarse los pun- 
tos en que la tangente es paraleli 4 los eges, 
y los limites de las abscisas y orderadas de una 
Cúrya: pues unos y otros no son dtra cosa que 
los del máximo y mínimo en este género. 


488 De lo dicho podemos colegir que si. 


de resultas de una operacion saliese U por ya- 
lor de x, y se quisiese saber si a es un máxi- 
mo ó mínimo; sustituiremos sucesivamente .en 
la espresion propuesta en lugar de x, a+9,4, 
a—g (9.es una cuantidad cualquiera): y si 
la sustitucion de las cuantidades estremas diese 
resultados menores que la. de la media, será 
a un máximo; si los diese mayores, será ul 
mínimo: y si siendo el un resultado real, fue- 
se el otro un imaginário, será al mismo tiem- 
po un máximo y un mínimo. , 
489 Egemplo 1, Hallar la mayor ordenada 
y abscisa de la elipse. Si en su ecuafion aayyz 
2abbxa—bbxx , que diferenciada es 2quydy= 
aabbdx—ebbxdx, suponemos dao, se reducirá 


á 2aaydy=0, 6 y—o: póngase este valor ca 
TOMO 11, R 


o 


Y. 


dé 


Pos 2 », 


458.  -GdÁLcuro: 
Ear ETS 7 p 
la ecuacion 99=(oar—ix) » y. tendremos 
omaabbi—bbxx, y. a=0a: luego la mayor 
abscisa en la elipse, contándolas desde el véra 
tice,; es el ege mayor, Si en la/ecuacion dife- 
renciada hacemos dy =0', “tendremos o= 
aabbda—abbxdx, donde :v=a: cuyo valor 
sustituido “en la ecuacion: 4: la curva, Ja redu- 
ce:4 aayy=200bb—adbb:, que ¡da' y ===b: 
será pues “el :semiege: menor la mayor or. 

denada de la: elipse. * Sra 

490: '2.2:Dosde un punto R (fis. 173) das 
do en el :ege de. una curva cualquiera se pi- 
de tirar dá ell la recta mas corta que sea po= 
sible; Sea SP, PM=y  SR=e, y MR=u que 
consideraré:como ordenadarde uma curva: será! 


en“el: triángulo rectángulo MPR, (MR) = 


(VB) =(PRY Ó uta +reyy: dife- 
rencio; y suponiendo “du—o en; el resultado 
audu= —otdaRorda+aydy y: tendré o= 
=otdx+oxda+2ydy; donde poniendo el ya. 
lor de ydy sacado: de la: ecuacion“á la curva, 
me resultará»el de a que se pide: Si fuese 


por eg,» la parábollPen la que yy=px, 2ydy= 


pax; ydy=spido3' sustituido este + valor! en la 


ecuacion 'sacada,-resulta o=—2tda+2xd0 
Pdx, y 7 p=t=x: luego sierido Zp el valor 
de la subnormal 'en- la parábola:(368 ); será 
¿—1=PR la subnormal; «y la: menor que se 
puede tirar desde. M á la curva, será la nor- 


mal MR. 


de 
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91 3% Para dividir un número cual- 
quiera a en dos partes tales que su producto 
sea mayor que el de otras dos cualesquiera 
del mismo número; suponiendo + pór una de 
las partes, será a—x la otra, y ax—xx el pro- 
ducto: sisa diferencial adx—2xdx se supo- 
he igual á cero; será adx—22dx=0;, adx= 


“madx, y a=%a: luego el producto de las.dos 


mitades de'a será el miximo. e 
492 42 docriguar qué triángulo de un 
" perimatro. 2p, tendrá mayor super ficie de los 
que se pueden, trazar sobre: la «base AB=a 
(fiz. 173). Si llamamos y la superficie, x uno 
de los lados AG que buscamos 3 “será el otro 
ap-a—x: y tendremos (334) y=V(p( pa) 


(p=x) (a+—p)), 6 cuadrando y valiéndo- 


nos de los logarítmos, aly=lp-e1 ( p=a)+ 
1(p-x)+1 loud a diferencial de esta 
cuantidad E RI ue » 
E Tp—a AAA, que sete 
duce suponiendo dy=0, $ p21=a=x—p, 
o 2p-a=20: luego el duplo 2% del lado AG 
Jguala á todo el perímetro menos la «base 'AB; 
ésto es, serán iguales los des lados ¿ AC; CB, 
y el triángulo que. se «busca, es. el isósceles, Y 
como por igual razon debe ser isósceles el 
“constriñido sobre AG que tenga mayor super- 
“ficie: podremos asegurar que el triángulo equi- 
látero es el que incluye mayor superficie entre 
“los de un mismo perímetro. » . 
493 5.2 Para encontrar el * paralelepipe- 
Ra Y 
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do de mayor cabida entre los de una misma 
superficie CC oy altura 4; supondremos x, Ya 
los. dos lados del rectángulo de su base: y 
pues que de los seis rectángulos que forman 
su superficie, los dos tienen: a por altura y 
2 por base, otros dos la misma altura a con la 
"base. y, y los dos últimos y por base y x por 
altura; será toda la superficie del paralelepí= * 
pedo 2ax--20y-=20y=cc. La solidez axy que 
ha de ser un máximo, tendrá igual á cero su 
diferencial, Ó axdy==aydx=0, y di== 


vay. Este ,valor sustituido en la ecuacion 
ds 


anterior diferenciada o=20dx+20dy+2xdy 
aye, la reduce á a=y, lo que muestra que 
la base debe ser un cuadrado: y si en cc= 
_20.0-20y+-22y ponemos ren lugar de y, sas 
¿carémos 1=—a=y (aa—+cc), cuyo valor 
. positivo es el lado del paralelepípedo: el ne- 
gativo no pertenece á esta cuestion, 0 
Reducido ya el sólido á Axx, averigua 
remos su altura en el caso de haber de tener 
Ja mayor solidez, igualando á cero su difez 
rencial, así, 20xda+xxda=o, y sustituyendo 


; 2ada 
da=——— que de ella se saca, en la ecua- 


cion 4xa-+-2%:%0=cc despues de diferenciada, ó 
en 4ada+4xda+4xdx=o; pues resulta a=a: 
de consiguiente el Paralelepipedo que busca- 
mos , debe ser un cubo cuyo lado es la raiz 
cuadrada de la sesta parte de la superficie. 


7 Y e « " 
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Con efecto, si se pone x en lugar de a en la 


. X 
ecuacion 4a4+2x0 ECC, rasulta a=Y gcc. 


494 62 Hallar las dimensiones de una me- 
dida cilíndrica, tal que con la menor super» 
¿ficie interior posible quepa en ella cierta cuan- 
tidad de agua, trigo €-c. Si llamamos x el 
diámetro AB (fig. 176) de su base, y su al- 
tura AD, s su cabida, y 1:c la razon del diá- 
metro á la circunferencia; será ca la periferia 
de la base, caxy la superficie interior Jateral, 
y caxla="cwx la de la base: de consiguien- 
te la solidez Ó cabida s=]cuaxy= (Y UL: De 
. . . -4S 
aquí se saca la superficie «interior cy: 
luego si se le junta la de la baselcxx, será la 
NADCAZ , a 

total de cuya diferencial igualada 

4 ¿sde cado 
cero — ——— 420, $e saca Y= 

e ax 2 
8s E 

> Y. En ella se encuentra tambien 


cx3=8s, y si se parte esta ecuacion POYrs.t 
Feyxa=s, Ó cyxx=4s que sacamos antes, 
resultará =a, y a=2y: luego la medida 
serd. como se pide, si fuese el diámetro de 
su base duplo de su altura. 

495 72 Determinar el cono de mayor 


solidez , entre los que tienen una misma su- 
perficie conocida s. Sea x el radio AC (62. 


y > 7 y 
262 Lio CÁLCULO a her 
177)> y el lado AB, y 1:c la razon del diá» 
metro á la circunferencia : será la de la base 
20I y SLarca”c.xx, “yla superficie convexa del 
cono Ccxy (22 0) Será pues, Ja superficie total 
1 


s , 
CIM-ECAYZS) y= 0, yla altura CB= 


V((AB)—(A0)* Ja (¿22 male 


COX 19 
tipliquese - este yalor por ¿cxx tercio de 


la area de la Mas y el producto ra 


$s 4 5 
a —=—)será la espresion. de .]; i- 
Mela) presion. de .Ja- soli 


dez del cono (239). Siendo esta un máximo, 


¿0 será tambien se cuadrado 35d —¿osat; 


A Pp » , 
luego su diferencial ¿ssxdx —¿atesda=0 Y 
pa Ñ 


: a A E ; 
4cxa=s, a=V Si en la ecuacion y= 
2 a valor des; resultará 


y=3x: y el cono cuyo laudo sea triplo del se= 
mididmetro dela búse; será el que.se pide. : 


“De las evolutas, y radios osculadores 
de. las curvas 


496. Si tn hilo aplicado á la curva BECG 
(62. 1 78) y 4su tangente SB en B si la-hu- 
biese , se desenvuelve. teniendo su estremo 
fijo. en G-, y llevándole siempre tirante; traza- 
rá el otro estremo $ una curva SHM de la cual 
se lama cooluta la curva BECG, y Jas rec» 


> 


1 


A 


$ 


EA 2 A 
E E dl: 1 
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ts 3B, HE, MC radios de la, evoluta, De 
consiguiente 1.? cada radio. CM, es igual 4 la 
. porcion .CEB, del arco “evoluto; -y, 4. Ja parte 
constante SB de tangente: sl lla hay, y. se de 
* ferenciara del “inmediato. EH. en. la. porcios 
de curva EG infinitamente pequeña. ¿24 Car 
da radio se puede considerar; como la. pro- 
longacion de uno de los infinitos lados que 
componen Ja curva (473) , y por. lo/mismo 
será tangente suya. als Un 15 
3,0 La curva, SEM ¿puede conside» 
rarse formada de pequeños “arcos ) circulares 
SH, HM.,, fc. descritos, con, ¿diferentes ra- 
dios EN, CM ke. perpendiculares ás dichos 
arcos que, se. llaman radios del: circulo 0scu- 
lador 6 de la, evoluta : y, la: BECG será “el 
lugar geométrico de todos los centros, de los 
círculos que besan: la SHIM...+ “era 
498 4. Pues:que, los radios son tangens 
tes de la evoluta é iguales á ella, se podrán 
, “empre determinar los, puntos de una curya 
tirando á los de, su evoluta,tangentes Iguales 
á ella;.y haciendo pasar una, linea: por. Jos 
estremos de dichas tangentes : y así cualquier 
curva puede concebirse engendradada por el 
desenvolvimiento de otra que, será-su evoluta. 
499 - 5.2 Los radios, de la evoluta se-Jaman 
tambien radios de curvatura: porque por 
ellos se averigua la que tiene una curva en 
cualquier punto; debiendo ser la misma que la 
del círculo correspondiente cuyo «radio se CO- 


264 E exicuro X / 
noce. Y como los círculos son tanto menos 
curvos cuanto Mayores son 'sus radios; será 
tanto mayor la curvatura de la' evoluta , cuan. 
to menor sea el radio: de consiguiente, la 
curvatura máxima se encontrará buscando el 
radio minimo. y 

500, 6.2 Finalmente , siempre que los 
radios  oculadores puedan ,ser espresados por 
ecuaciones finitas Jas evolutas que pasan por 
el estremo de estos radios , podrán ser repre- 
sentadas por lineas rectas, 

502 Conocida la naturaleza de una cur- 
va; veamos 1. cómo se determina el valor 
del radio de Ja evoluta para cada uno de sus 
puntos: y 2% cómo se encuentra la ecuacion 
de su evoluta. Para averiguar 1.2 el valor del 
radio OM=R en la curva SHM.,. suponien- 
do sus ordenadas perpendiculares al ege SD; 
tírensele las dos PM, pm infinitamente pró- 
ximas, por Cy M la CA y Mr paralelas 
al mismo ege, y los dos radios CM, Cm in- 
finitamente próximos y perpendiculares al 
arco infinitamente pequeño Mim , que por lo 
mismo concurrirán en un punto C, Sea 
MA=u, PM=y; será AQ=Pp=Mr = 
“do, mr=dy=du, y Mmzy ( da*+dy*) 
que llamaremos ds: y en los triángulos se- 
mejantes Minr, MAG, tendremos Mr (dx): 

uds 
Mm(ds):MA(u)MC=R=-7 2, 
Y pues:que cuando AM. aumenta de 7 


y 


4 


ds, det+dy?; y por dds, == 


- Ade*t+ dy") 


, e 
, e, É . 
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pasando 4 ser Qm, la CM' que es entonces 


.Cm., mo varía; será su diferencial cero : luego 


uds , udedds+dxdudsendsddx__ 
multiplicando por da* y poniendo dy en lu- 
gar de du; udadds+dxdyds—udsddx=o: de 
d __dsdyde Será 

onde se saca U=7>77 27770 Será pues, 

ds? ÚS 

=P A aso Jonde poniendo por 
> deddw+dyddy ds 
; (dx> +dy? ¡+ A 
sulta despues de multiplicar, por (dx*+dy”) 
numerador y denominador y “reducir, RS 
B RAS A] 
ayddx=daddy —dyddxdeday + SPresion de 
radio de curvatura, que suponiendo ds cons- 


, dsdy:: y 
tante , se reduce á R=aí* suponiendo dy 
dsós 


constante es R=Gddx * y finalmente, supo- 


niendo como se acostumbra, dx constante, es 


3 
dss _lda*rtdy?)2_ des 
A EA cart a pls Si 
(dr +dy9) (dx*+-dy?) z 
—dxday . 


502 Si las ordenadas ño son perpendicu- 
lares sino que salen de un punto P (fig. 207); 
tiradas las PM, pm infinitamente próximas, 
las perpendiculares CA, Ca, ¿y descrito des- 


sl 


MS : 


EX: 


; h 
4 mié + 


266 7 ¡CÁLOULO A 

de P: el O pe: llamando PMÍ y MA, x 
Mr, dx; será á m=dy, Ma=dx +dy*, 

en los triángulos semejántes MAG ,, ná 
tendré Mr E mr (dy): AM-(2): A 


zdy 
=Ca, por ser infinitamente pequeña la 


diferencia Ao de CA y. Ca. Tambien a0= F 
Lon los triángulos semejantes PMr, Cao, 
en los que PM: Ca:Mr:ao : y como la dife- 
rencial de MC ó de = ma — MA em ao 
=dy—ao0; será di=dy ELA E, 


1 Esto: «smpuesto., los triángulos semejantes 
MAC, mMr dan Mr(da Pim y (der say? 03 


MA(s ) MC= ENS : cuya dife- 


-  rencial, tomando á dx por constante, iguala- 7 


da á:cero como eh el-caso anterior, da z ó 
dz(dx* +dy*) ) (dy —2dp).( (dira y?) 

TEdyddy 2 “3D day 

DEE yd 

poniendo por dz, Pd, Despéjese z, y re» 


NS A, e 
sultará ¿0 MA=5 eo BO : y de consi- 
yldx2 dy?) 


guiente CM= 757437 mai ei dy fórmula del 


radio de la eyoluta cuado las ordenadas sw. 
len,de un fuismo punto P:. Ja cual se reduce 
á la anterior (499) suponiendo y =x y €B 


"cuyo. caso no: queda en el denominador mas 
“término. que—daddy. ME 5N 
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503 2.2 La ecuacion, de la evoluta'se en; 
cuentra. tirando (fig. 208) perpendicular al 
ege la CD que llamaremos 2, y 4la-BD ,u: pues 

5 : a dar+dy? 


será CD 6 =AP=AM=MP === gay" 


=yi y BD 6 u=AC+SP—=SB==+CÁ— * 


SB, De los triángulos semejantes MPN 
: vd, 
MAC se saca 'MP:PN::MA:AGÓ y: Y 


derdyo arde), ' 
ds AE ddr, ¿y como el valor 


Header. , aadx?- 20xda*Mrrada? 
A A 
PO E 
7 a? y R= =dzddy , Será 
sustituyendo estos valores, y partiendo ambos 
3 


términos por (2ar—ar Js. 
(aada*) _ aadx*%Y nada; 


e — > > 
aadxs A AS E decir, 
Ys 


5 ra 
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. que el radio de la evoluta en el círculo es sul 
mismo radio , de suerte que la evoluta se re- * 
— ducirá á un punto que es el centro. y 
505 Para calcular el radio de curvatu- 
ra dela parábola, elipse é hipérbola; igua- 


lemos la fórmula de la normal 4 y (d+*+dy”) 


z nd: 
(473, 4) 4 n: y será Y (daedy) == 
EA 

y (dardy EE si este valor se susti- 

tuye en la espresion del radio, la reducirá 
3dy2 «y 

á Ri Si diferenciamos ahora la ecua- 

3 day 


cion “general de las secciones cónicas yy= 
pax 


a 
P. a 


(425) 5 tendremos 2ydy=pdw== 


do : $ : 2 
ea, y volviendo á diferenciar tomando á 


dx por constante, ayddy+ady == E, e 
A, «ls ; 
yddy==52=dy?*, y multiplicando por 
Yy> yiddy= =2 yde yydy: póngase en 
esta ecuacion el valor de y=p=tl, y 
pt dis 
el de yydy A) ?sacado de 2aydy = 
ado , 20 der 
pS, y resultará y3ddy == 


ze ¿pd ae 
(A), que se reduce 


4 22 


Y 
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3 ppdx” a neda? 
iy Pda : luego R= Sd 
8 
mu cs, —; y el radio de curvatura en. las 


SloidR: cónicas será igual al cubo de la nor- 
mal partido por el cuadrado de la mitad del 
Parámetro 

Si se saca por la fórmula de la normal 


Ev (dx*+dy*)=n, la que corresponde á á la 


a A 
ecuacion yy= pt , y se busca despues 


su valor en el yértice en donde x=0; se en- - 
DN R 
contrará n= 4p: de consiguiente será en- 


tonces R=% a 


=+p, y el radio de cúrga- 


z 
tura delas cinia cónicas en el vértice será 
la mitad. del. parámetro. 


506 Busquemos ya la ecuacion de la 
evoluta de una de estas curvas, por eg. 
de la parábola, cuya ecuacion diferencias 


da y=fa, da 447 , y ddy= 
Ea = day = E pa . Sustituido este 


valor en MA aa (So1)suponiendo 
dx constante, y €l de MP=y px; será CD 
6 =MA — MP =2%2, y BD $ UEspe 


07 
AC —$SB=3x, poniendo por AC su valor 


— 


der ds. 
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34p-2x(366 y 368), y.por SB + p(503): luego 
ENS qeVpa 


a=2u, y la ecuacion 2= Eo se mudará 
da La y Le de IT a 
en V 0 de donde se saca O 


ecuacion á la segunda parábola eúbica, que 


resulta de suponer eh y"? = p"a”, M= l, 
n==: (429), la: cual será. evoluta de la or- 


A ¿y su parámetro. eo del de la: par — 


rábola- dada, 


Puntos de inflexión 
507 Todo punto M (fig. 179) enel que 


una curva de cóncava se muda en convexa, 
se llama punto de inflexion. Eu elos la TM 


s SM, sm y'por lo mismo tendrá la' cur- 
ya dos elementos Mo, om en línea recta, Los 
radios «que á ellos se tiren perpendiculares, se- 
rán «paralelos, y nO se encontrarán sino á una 
distancia infinita. Sin embargo, habrá curvas 
en donde sea tan repentina la inflexión, que 


dichos elementos se vengan á confundir en uno 


lo mismo que los radiós,en términos que juntán- 
dose en su mismo origen, se reduzcaná cero» 


aria será tangerite á un tiempo á los dos 
“ram 


mismo punto, la fórmula 
3 


OOÓOÓm—_———_ 
24 dy? cy day 
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2. 
pa 
doambos términos por da E 
É . da? 


6=0. Para esto debe ser cero ó infinito el 


5 dd 0 
denominador) 72 (440:): de consiguiente 
para determinar los puntos de inflexion de 
una curvarse ha de diferenciar dos veces su 
ecuacion , tomando á dx por constante, y 


y ? - dd 
sacando en cuantidades finitas el valor de, 


se igualará-4 cero'ó al infinito, y de la ecua-. 
cion que resulta: junto con la de la:curva, se/ 


inferirán los valores de x,' y" correspondientes 


al ¡punto ó puntos de la inflexion. 


¿509 .. Cuando las ordenadas salen .de un 
a e ad 
deslys d+ dxdy"—ydzday 


la) 


“es cero Ó 00 5 ÍUegO.iam. 


da El LL PES se 
Ñ i da? 
supone y = 6, son paralelas las ordenadas 
Y la fórmula ¿se reduce 4 emo ó= co, 
510 "Si se hubiese de hallar.el punto de 
inflexion de la curva SEK (fig. 180 ) cuyo 
diámetro es Ss, y cuya ecuacion es ara= 


A ARA, 
xazyaay ó VTA siendo SE, x5 Y 


Mis e 


e ”» AS A Dl HA 
Poe CÁLCULO 


Er y: diferencio la ecuacion, y tendré dya 
dio vuelta esta á diferenciar, toman= 
(ia) e des 
do 4 dx por constante, será di 
20? da? (ex+a0)?- 8adrada? (mt 
HA TICA AA 
reduce partiendo, numerador y denominador 
por xx-=aa. haciendo las operaciones indica- 
das y dividiendo despues por da?) dm 
day. 24r042aS-Badaw _ Gadratra? 
“di 0 (aaaa]s TT (ex+aa)s 
Igualo 4 cero esta cuantidad, y me saldíá 
3xxa=aa, y] ray; : luego y=a. 

511: Sirva de 2,” egemplo averiguar el 
punto de inflexion de la curya cuya ecuacion 


Y 


: 3 2 . 
es y=a+( aa ); 6 dy=; (aa)? dx 'dife- 
renciando : vuelta á diferenciar tomando por 
. ¡É 
constante á da, da ddy =-—2 ( x—a) “dx”, 
ddy sE -. 

Vda =Pla=ó7: valor que igualado á 
cero produce Ó=0, que nada significa, Se 
igualará pues, al infinito ; y será su* deno- 
minador cero , lo mismo que cualquiera de 
sus potencias: luego 25% (x—a)=0, de 
donde se saca 1=a, 

Por este mismo método se ayeriguan los 
puntos de xetroceso de las curvas, examinan- 
do en la vecindad de dichos puntos el cami- 
no que sigue la curva en ellos, 
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512. Este cálculo , inverso del Diferen», 
Gil “porque busca las cuantidades por medio, 
de sus elementos manifiesta con. la letra S 
laintegración de dichás cuantidades, que vie= 
ne á ser la suma de sus elementos: de suerte 
que Sdx,Smzdz, muestran las integrales de 
dx, yo de. mzdz. Las cuantidades que no pro- 
vienen de una diferenciación exácta, no pue- 
den “ser integradas : las diferenciales de senos, 
arcos de círculo, y demas trascendentes se 
intégran por aproximacion, Llamaremos fun- 
cion de una cuantidad yariable cualquiera es- 
presion en donde dicha cuantidad se encuentre 
como quiera' que sea, 


00 


De las diferenciales con una sola variable 
capaces de integracion exácta E 
513 Pués queax”dx esla diferencial de 
axtier 
mazr(465), serávesta la integral de ax"dx, 
¡Hx y] - 


¿Sada E EZ: luego cualquier monomio 
1 TT MAA 8 1 


seintegra aumentando de 1 el esponente m de 

la variable... y dividiendo el resultado por el 

esponente aumentado y por la diferencial. De 
TOMO 1L E s 


ot 
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suerte que la integral de azdz, 6 Sazdz es 
1 ¿23 
2 AE PO la de 12*%dx ÓS 12%*dx es 


LT de ax de 
He =4x%*: y en general S E => 


aimotdide qq y E, 
Dm) da mb" Efectivamente, si se di. 


¿DES axm 
ferencian o, 4, Vras resulta azdz, 


ARA 
120 dx y ES 
514 — Siendo de=x"dx, será Sdx= 
rob da ax o Hida 


nds =* Sada= 10d en Sadxx 
z ax3 > de. 


Vx =Sadxxx? = Sax da = End 


2x1, Del mismo modo se aplica 
la regla general á otros cualesquiera mono- 
mios, tengan ó no radicales, Pero falla cuan. 
do el esponente de la variable. es — 1: pues 
a i+tido no 

ERAS Tr 


cuantidad infinita : pero como sabemos (474) 


4 
qe7:34 


integrando x—*dx, resulta 


que dx 3 es la diferencial del logarítmo 
hiperbólico de x; será su integral lx, ó Sr="dx 
ya Sad, pues dh es 


qt y se deberán integrar por los logarít- 
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mos todos los casos que ocurran de.esta natu- 
raleza, 


Modo de integrar por la regla general. las 
cuantidades complexás de una sola 
/ variable pee 


515 Cuando estas cuantidades no están en 
el denominador ni incluyen potencias de cuan- 
tidades complexás, se integran exactamente 
integrando cada término por sí: Scx*dx+ 


cx? hb 
Biz rd edad, PEA LN 
PO 3 a 


b a po TR 
O a? Tambien admiten inte- 


gracion exácta aun cuando incluyen poten- 
cias complexás , como no estén en el denomi.+ 
nador, y su esponente sea un número entero 
y positivo; pues subidas á las potencias ,. se 
integra despues cada término por sí: por eg. 
Sdx (a+ cx*) que equivale :4 S(aadx + 
da, €S MAX Ay 


24cgS - 
os En Sadx(b+a”)(c=+w” y 
se hacen las operaciones indicadas , y se inte- 
gran despues los términos que resulten. 
516 Podrá mo obstante ser integrada por 
la regla general cualquiera cuantidad comple- 
xá eleyada á una potencia negativa ó fraccio- 
naria, si está multiplicada por la diferencial 
de la cuantidad Que se ha de elevar, prescin- 
sa 
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diendo de las constantes que la multiplican Ó 
la parten. Así. sucede á kdxw (a-bx )”, en 
donde kdx es la diferencial de a+bx multi- 


; k, . 
plicada 'por 7: y por eso considerando á a+ 


bx como una sola variable, será Skdx (a+ 
_kda(a+bajm+z —_k(a+bajm tr 
DARA Tb (uiar) > La 


ió as aada+2axd. 
bien es integrable=7—=— (alada, 


> aardalax+ix)*, por ser aadataaxdxe 
la diferencial de ax-+xx multiplicada por a: 


y así S (aada+2axdx) (ax-+xx) a 


E 
TT adariado na (ar+ax) ; 


517 Luego generalmente, cualquiera dí- 
ferencial binomia de esta forma kw”"da (a+ 
dx” )” podrá ser integrada exáctamente 1.0 
cuando el número p es entero y positivo, sean 
m y n los que quieran. 2. Cuando el es 

nente de la variable x que está fuera del pa- 
réntesis, €es menor en 1 que el esponente 
de Ja otra x: es decir, que se podrá Integrar 
la cuantidad hx7=" de (a+ba”)p, sean n y 
p los números que se quieran; pues en tal ca 
so será ka"—* dx diferencial de a+-bx" mul-: 

y 

tiplicada por7: luego Ec. (516). 
518 3, Cuando dividiendo el esponen- 
tem de la primera % aumentado" dé 1, por el 
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esponente n de; la segunda, resulta un núme- 
ro entero y positivo de cociente; como sucede, 


ves 
4 la cuantidad kxódx (a+bx*)*,'donde el"co- 
ciente de 31 partido por 2, es 2, Para inte- 

; 2a! 
grarla supongo, a-+bx*=x, y será == 
y pues que xidw que precede al' binomio, de- 
jando á parte las constantes, resulta de dife- 
renciar x* cuadrado de 1”; cuadraré la ecua- 


cion v=s, y diferenciando el resultado 
pe 

A ; 

sida =(5) » 5 Si pongo ahora en la 


b 
cuantidad dada en Jugar de avda , y a+bx” sus 


2); 50 guaro GA 


SHPROLO “1 ) za ES 

valores en z, tendré k (a) dz Ocmenertantern 
¿ql a ' 

Es dz: “kizidz 


e CNA integral Suns 
PA at vi LO 
E) 7 Engaño? POS app 
pa ES z 
multipli A IS 
j ¡plicador, comun, ... bb G : 
: Ly 
a kzs ” e 
e == 30): sustituyo “en ue 
- , 


gar de z su-valor; y saldrá por: último, 


Slarsda(a+ba* a rl ( a-bx* ye x 
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E(arbxx)=5 a) ), que es la integral que se 
busca. 

.519 + Si el binomio no tuviese la dicha 
condicion, podrá. las mas veces reducirse á 
otro igual que la tenga, dividiendo sus dos 
términos por la potencia de x que encierra, y 
multiplicando la cuantidad de afuera para com- 
pensar esta division , por dicha potencia de + 
elevada al grado que indica el esponente to- 


tal del binomio. Por egemplo, para integrar 
 aado: a HS 
— 2 3= 04 x* de (aa+xx) 2, donde +1 


(aa+x2)* 
noes divisible por 2, partiré por x* el bino- 
3 


mio, y multiplicaré por (4*) *=x-3 la cuan- 


tidad de afuera, y tendré aaxdafaax”+1)7 s 
espresion integrable por dividir exáctamente 
—2 á —34-1=—2. Supongo pues, aax—= "+1 
a Y Bera 7 7 == y como a—*dxes la 
diferencial de x—? sin las constantes, diferen- 
.S j dz 


» y saldrá — a, 


Epa la a li : pia 
ya- di== ada * Vego sustituyendo, será 


ciaré ===> 
— "aa 


3 
5 gaxdz e 
aax—* da (aa = LL Ti nic 


244 

PES —= 

Aa AT erre . 

TT o» cuya integral es—z=z  . 
42 Y 2(1—2) 


Pongo por z su valor, y tendré Saaxidz 
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E acytiyra 1 E 

(aax=t+1)*= (ax —*+1) laa? + 

3; —. Cuando hay en “los dos térmi- 
y (aahxx) 


mos del binomio potencias de x, se practica lo 
mismo dividiendo por una de ellas. Las cuan» 
tidades trinomias, cuadrinomias éxc. Á esceps 
cion de algun otro caso estraordinario , solo 
en los esplicados (515 y sig. ) admiten inte- 
gracion exácta, 

520 Fuera de los casos mencionados en 
que las diferenciales bimomias admiten inte- 
gracion exácta, se acude á las series para 
conseguirla á lo menos próxima, Si se redu- 
ce por eg. el binomio de la cuantidad 
20dx (ax?) 4 la serie convergente 


1 02% 4 xl s 
eat + Eo (447), será zada 


de «dx «tde xdx 
2 NE = HE 
(Pr) EZ PA «ko, ) 


a ar 
€ integrando cada término por sí, Saaax 
3 s 7 
AE AY E RAE pu dt 
( 1) a 
ke, ) 


Integracion de las diferenciales con dos ó 
mas variables 


Sar Pues que dl (cy) es ydurxdy (464), 
ecrá S(ydr+xdy)=xy. En An 
sacada la integral xy de ydx+xdy, y restada 
su diferencial de ydx+xdy+bdz, saldrá de re- 
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siduo bdz, cuya integral bz.añadida-4 2), 
dará ayb: (Ydx+ady+bdz). Del mismó 
modo, se-iategra da cnantidad ydu+xdy+bdy, 
tomando la integral de los dos términos ady+ 
bdy que es xy+by: pues d(%y+by)=ydw 
Te xdy+bdy. Luego para “integrar una di- 
ferencial con” muchas variables, cuando es 
posible, se deben initégrar los terminos afecta 
dos de una misma variable,mirándo las otrcs 
como constantes; se diferencia despues el re 
sultado contando con todas las variables que 
encierra, y se resta lo que salga, de la cuan 
tidad. propuesta. Si nada queda, 'se tendrá 
la integral que se busca: y si queda, se to. 
'mará su integral, que se añadirá'ú la ante- 
rior, continuando asi hasta conseguirla com- 
pleta. (e , 

En virtud de esta. regla se hallará que 


Snyder dy jas a 2) 


pit a ga ty de amardyy 
S(y Sd dl y A 
== y S(wdy+3xydi+x di2rda 
S+adoty dy)=0 ya 3, Exc, 

“522 Para conocer si una diferencial de 
muchas variables es. Ó no integrable; sea X 
Já integral de la diferencial Pdx+Qdy de 
dos variables, en la que P-y-Q son funcio 


nes de x,.y: representemos por d(X), 


“Y Larad La 
ER 
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E ; 

d(¿X). las diferenciales de: X' haciendo va- 

siar en la primera espresiohrá-x1 y en la 
: si 


“segunda á y o y por d(X) la diferencial 
do US 

“de X haciendo primero variar á w, y despues 
e A .- » 000 mo ta Y 

á y. Es claro que Pdx=d(X), y Qdy=d(X): 

"que haciendo variar la ¿cuabtidad y que 

“contiene P, y Ja cuantidad x que.contiene Q; 


se a(Par=a(0: y 9 (Qu=e0). La 


diferencial de X «que. ser encuentra;, variando 
primero a, y despues, y, debe ser, igual á la 
diferencial de X que resulta variando prime- 


10 y, y despues 1 : luego a(X)zd (X):"de 
A TEE 


ci NE lOs 
csmita ls 19d y ——R, Sy 16 
consiguiente d(Pjdx=d : (0) dy, ad 
De, donde se infiere que si una diferencial 
dx+-Qdy de dos variables es integrable, la 
diferencial de P variando ú y, dividida por 
Y; debe ser igual á la diferencial de Q 
variando«i «> dividida por dx. Así seve en la 
diferencial ydx==4dy, en la que P=y,Q=x5 


2 e 
MPAA AO) di ; 
a io 


que dicha diferencial es integrable. 
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523 Sea ahora X la integral de unz 
diferencial Pdx+-Qdy+BRdz de tres varia: 
bles: suponiendo constante 4 z, se tiene 
dz=0, y de consiguiente dX=Pdx+-Qdy, 


Ed 
ecuacion en la que d)_d0) Si se toma 
dy de " 


á y por constante, dy—o, d(X)=Pdx-+Rdz, 

E Zz 

y HL Lale Haciendo constante á x, da—=0, 
2 


Y 
dX=Qdy+Rdz , ¡=D Luego cuan- 


do una diferencial Pdx-+Qdy-+Rdz de tres 
variables admite integracion exácta, ha de 


cd 
E .: . P 
tener idénticas las tres ecuaciones) = 


da AD da da 
método se encuentran las que son necesarias 
para diferenciales de Mayor número de yaria- 


bles. 


ez ¡26 z ye 
MO) db) _AR) AQ) _ AR) Por el mismo 
E 


Integracion de las diferenciales segundas» 
terceras Ec, 


524 Por lo que dejamos dicho (467) 
una diferencia primera es la integral de su se* 
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gunda: y esta lo es de'su tercera, y así de 'las 
demas: por lo mismo las diferencias segundas, 
terceras Kc. se deben integrar por las mismas 
reglas que las primeras: de suerte que Sddx 
=dx , Sdaddx=;da*. 

Si se hubiese de integrar la diferencial se- 

gunda 2"ddxa-=nx"7*dx*, que tiene dos varia- 
bles ¿ suponiendo dx constante, se reducirá á 
vdd, cuya integral es a7dx; diferencio esta 
integral haciendo variar á 10 y das y será da” 
dx)=w"ddi-+nw"—*dx”, que es justamente la 
diferencial propuesta: luego Sarddarna—=* 
dij=xrdx.- : 
- 525. Á muchas de las mencionadas integra- 
les faltan las constantes que se despreciaron 
en su diferenciacion (468): y para determinar- 
las hay que igualar ú cero la variable x de la 
integral sacada; y lo que resulte mudándole 
los signos, será: la constante: cuando sale cero 
es señal que no hay constantes que añadir á la 
integral hallada, 

Dejando para despues la aplicacion de 
esta regla, la demostraremos suponiendo que 
sea Q una integral incompleta cuando x vale a, 
y que siendo P la integral incompleta que da 
el cálculo, haya de completarse con la cons- 
tante Ó constantes (que no conocemos. Si 
sustituyendo en P a en lugar de 2, resulta A, 
será A+G la integral completa en el caso de 
x=a; y tendremos: Q =A=+C. Pero como 
Q nos es por lo comun incógnito, le suporé” 
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mos cero para descubrir el valor de (: pues 
siendo entonces o=A=+C, 6:C=—A ; será 
la; constante lo que resulte de «suponer 10, 
tomado con: signos» contrarios, 

,526 De consiguiente, si-la integral es 
cero, no:cuando ao ,: sino: cuando tiene un 
valor determinado: a ; será entonces la: cons: 
tante la misma integral que «da: el cálculo, 


oniendo'en ella a ;en lugar de 0 Pues que 
: . , 8 
birra 43 6 ñ 
Sada = eden cuando 1 =a; será Q= 
as y ? 
+, y como suponemos Q=o0, tendre- 


“mio E 
completa Ti 
Te 2 DM OÍ ar Pz 
es cero cuando aa; será——— + C—0, 
4 gia. D n +1 
y abr vaa 
Ser > y la integral completa Q == 
A , 
LR z E 
azg 7» Finalmente , si Sada( ct... 
O CN 7 
ba? paltas fuese cero” cuando x= a; 
1109 it ) 
2 13 
A Cl Za A O es 4ba?): 
sería ) Go, Pe a y 
36 Ela 
3 solar e 
a OA 
ka a 
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Integracion de las diferenciales que: llevan 
senos y cosenos , y de las esponenciales. 


“> Sam Pues que demostramos (469 y sig.) 
que d(sen z)=dz cos 3, d(cos 2)=-—dz sen z, 
será la integral de dz cos,z , sen 2, Ó sen 24; 
S=dzsenz=cos 2 C, Para integrar dzcos 


; E ade cos 52 y OE 
3z , se escribirá así, A ; y será su inte- 


sen 32 h 
gral =E + GC: de sen 33 se transforma en 


a id y es su integral Aa 


=1 
=mdz sen mz 
general , Sdz sen m3 === 


+C: en” 


Si fuese la diferencial (sen 2)” dz cos 3 que 
viene á ser (sen z)"d(sen:2);-se integrará por 


nr 
la reg] SOS Sísen 
| gla general así; == 76 ( 
sen mz maz cos mz 
Mz) dz cos ma=S (= a E 
y m y 
gsén mend (sen mz) e (sen man+2 7 
z a E mí(n=-1) Pa] 
cos mz)"xmdzsenmz 


Sm(cosmz):ds senmaSm >= 22 
(cos mz)» +* 
—m(n+1) 

528 » La integral delas diferenciales es- 

ponenciales debe ser la misma diferencial di- 


/ 


o 
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vidida por la diferencial de su logaritmo: re- 
gla opuesta á la que dimos (473) para dife: 
renciarlas: porque si la diferencial de cr es 
exdx (474), será Serda=c*: asimismo, . .» 
Sardala+x%  "adx es az ; porque siendo, .. 


4 ditr tés la diferencial del logarítmo a*, sí 
divido por ella dala+x? "daa vda + 


azdo : 
a] tendré de cociente 1x7. 


Integracion de las cuantidades logaritmicas 


529 Para integrar E, haremos 2 
y, 


e E ex : y como $74 


ii pala OE 
será (472) = dy, Dra 
es ly (514); si ponemos por y su valor, ten- 
tz _ 5 —2% 
«dremos Sar lx. En m(lx) E supo" 


niendo lw=., sacaremos Edy la 


e ==08 qe | 
yr: JnegoSim(lajo— ES my" dy, 50 


rá y" ó 1(x)”, poniendo por y, lx, qe =. 


24de A 
la-+-x) 6 Ua+x)+C: Ss lo +1) +0 
En general, cuando el numerador de un qué: 
brado es la diferencial del denominador, 12 


“integral es el logaritmo del denominador. 
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530 -A veces es menester multiplicar ó 
partir los dos términos del quebrado por cuan- 
tidades constantes, para que el numerador que- 
de diferencial cabal del denominador: en cu- 
yo caso será su integral el logarítmo del déno- 
minador partido 6 multiplicado por las cons- 


. axtde ', 
tantes. Sirya de egemplo AE la que por 
1er 3x"dx diferencial de ad+a3, la daré esta 


e qarde) e MA 
(o > y será su integral (0% 
a3)-C. Tambien SLE=8 E 2 1 
AO A A 
1 


(ax) +0=1 (ax) —1+0=1 ENS 


xde _2xde 


il (aa+xx) += 
axr—* do a 
X y (a0+xx) 057 = S 15 Hrerensmsrsino 
bnx"—x dy 


a a 
Vi => Ulabw") Caba”) +0. 
531 Hay cuantidades que no admiten esta 
Preparacion, en las que es preciso mulúpli- 
Car por una funcion de xx, tal que el produc- 
to sea la diferencial de dicha funcion; pues 


dividiendo despues por el resultado, queda- 
rá reducida la diferencial 4 logarítmica. Si se 


multiplica 7 <=; por ay (xx—1), el pro- 


d. . 
ducto PEA A dx es justamente la dí- 
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ferencial.del multiplicador ay (ut): lúc- 
¡palo ul actes 20d sol 
SPP a (a es, 
Y (2131) )-+C. Tambien sacarémos la inte» 
Y . . 
gral de (Cade multiplicando ambos tér-' 


x«x) 
minos por Y —1: pues resol > cu- 


: ya integral es Y—1xl(0+y/ (2x1) )eC en 

virtud de lo dicho, De “consiguiente, la inte- 
de : 

gral de Eras ly (xx==au) ), co-: 

mo se puede verificar diferenciando esta cuanti. 


dad (472) y 


Integrales que se refieren al circulo 


532 "Sea SM=s (fig 181 ) el arco de un. 
círculo: cuyo. diámetro: es: a; SP, a; PM, y 
tírense la pm infinitamente próxima á PM, y 
la Mr paralela á SC: y será Pp=Mr=dx, 
Mm=ds, PM=y (2a1=x4) (350): y en' 
los triángulos semejantes CPM, Mrm, se ten” 
drá PM: CM:; Mr: Mm, ó V(2axxx):%a: da: 

jade bes 
IEA a elemento del arco SM: y 
set el valor de dicho arco. Para' 
averiguar el, valor de esta integral cuando, 
í tiene un valor determinado; se restará est£ 


INTEGRAL 289 
de SC=Za, para conocer CP, y con él y la 
hipotenusa CM=+%u ,se calculará en el trián- 
gulo rectángulo CPM el ángulo SCM (285): 

con el cual y el radio CM será facil ballar la 
longitud del arco SM (167), que es el valor 
de la integral: propuesta, ; , 


Eb 


y ; 
Para redueir á ella AO , Siendo 


h, 8, k, p cuantidades conocidas; se dividi- 
rán numerador y denominador por Y/p: y Co- 


que resulta, ha de multiplicar 4 dx la mitad 
de E multiplicador de x, para que sea se- 
mejante á la anterior diferencial ; multiplica: 


£ Sci is . gk 
té y dividiré á un mismo tiempo por > » 


a 
2ph p . ; : 
y tendré 7 : diferencial 
Ep Y ( é 1—4%) 


que representa un arco de círculo cuyo diá- 


k o a 
metro > y la abscisa x, multiplicado por 


h o 
177 , que se determinará como la otra. 
33” Contando las abscisas desde (> Y 
8 eS 
siendo CS, by CP, 2; sale y zar) por 
TOMO 11 y 


e 


e 
E : v (E 0) 08 


A 
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elemento del arco SM, comparando los trián- 


gulos semejantes CPM.,. Mr, y teniendo - 


presente que- PM=y ( bb=xx): y pues que 
SM. mengua: al paso que CP ó 2: crece, de- 
berá ser la diferencial negativa (463). e 

o á =p) trasfondo. 


la como “antes en x——£ : y Como 
É 


Vp 


aquí sustituye por bb, la cuantidad — b 


que ha de acompañar Á dx, es —y e de 


k gh 
— y Ed 
“suerte que tendremos dio alegar d 
y suponiendo CSs=y 57 > y CP, 2; será la 
k » 
; Vp k 
integral Ea SM ó TES SMC, 


?P 
534. Si se tira la tangente SN, la secante 


CN, la Cn infinitamente próxima á CN, 


se traza desde (con el radio CN el arco infi- 
nitamente pequeño N£ que será perpendicular 
á CN y Cn; los triángulos semejantes CM/m,, 
CéN darán CN:CM ::¿N: M'm :; de los CSN, 


¿Nn tambien semejantes, se saca CN:CS;; Nn: 


1 


% 
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¿N: y de consiguiente (CN )'+ CM! xCS:: ¿Nx 
Nn: ¿NxM'm!:: Na: M' mi: Ó- llamando CS, a; 
la tangerite SN, x5 y s el arco SM”, au+xx: 


. A ¿aadrx . 
edad E, espresion del elemento de 
aardads= > SP 


un arco enyo radio es a, y x su tangente: lue- 


go si ademas del radio que se conoce, se aves 


del arco para cada valor de %. 
Para reducir 4 dicha espresion la diferen- 


EE —Ñ +2x0% 


al kde * ide A a, 
dd Ps z9 
EN ; h 
inultiplicarán sus “dos término: a 

p 6 Ss por :0y 
y $ pr” E dx > 
pues que resulta——x=-—=5 será la inte- 
pr E E 
gral el «producto del arco cuya tangente es % 
y bb e y , 
y el radio y; —multiplicado por: 


535 Espliquemos ahora un modo fácil 
de encontrar la longitud del arco de un' án- 
gulo dado, conocido el radio, que como he- 
mos visto, sirve de módulo en todas estas in- 
tegraciones. Llamemos R el radio, N el mú- 
mero de grados del ángulo dado y Z su lon- 
gitud! Siendo el diámetro á la circunferencia 
ó el radio á la semicirennferencia Como, : 

Ta 


rigua el ángulo SON ten el triángulo rectán= 
gulo SCM; se podrá determinar la longitud a 


d+ 


e 
aga > CÁLGULO 
-3,1415926535 éic, será 3,14159 éc, : 1: 
180%; 'R= 577,295779518c, = 57,17, 
=m: luego el arco de 57% 17 44” esá 
la longitud del radio, como el número de gra» 
¿dos del ángulo N es á la longitud de su arco; 


RxN , 
esto es¿ m:R::N: l=—, ó haciendo r= 
.s 


ts, 
E, ZN Ros, 
ai EN 


Aplicacion de la integracion por séries d 
: los logaritmos 


536 Para encontrar el logarítmo hiper- 
nte 


n 


“ bólico del número y sacaré su diferencial 


lam): y pues que reducido á série esto 
de _de «dx etdx 
quebrado es (> a 


ada p iia 
— —+kc, tendremos integrando, 1 (E )= 
¿SA n 
e 2 .l xt 
a an Kc, que se reduce ha. 


ES Ena qn+ 
ciendo n=1, 4 1(1+1)=x3—Z0%+la3— 
Zat=-éc, série que ya encontramos (460): 
cuando x es negativa, corresponden á los tér- 
minos pares signos Contrarios, 
A a o NnF 

537 Si el número hubiera sido =>, E 

2ndx de dx 


cuya diferencial es ¿7 =( ++ 
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vada ada Ñ A 
a +$xc,); se hubiera sacado inte- 
; ; : e 

NAL % a? a. 
grado, U=:) => 
7 : 

+ Exc, ): que se reduce haciendo n=1, 
á o (aia £xc, ) la misma 
“que sacamos ya (460), 


538 Finalmente, sí dado un logarítmo yo 


se pidiese el número 1-+% que le corresponde; 
: de, 
tendremos y=1+%, dy=¡373> 0 dy-+ady> 
dx—o. Si hacemos x=Ay=+By*+-Oy2+Dy*+kc. 
será da=Ady+>Bydy+3Cy*dy-+4Dy3dy-+kc. 
y haciendo las correspondientes sustituciones 
«Saldrá. mme. - - 
dy-+Aydy+By*dy+Cy3dy z E 
—Ady—2Bydy—3Cy"dy—4Dy3dy 5” 
de donde sacaremos (447) A=1, B=¡A=;, 
1 1 Y 1 4 
ll D=iC= a Exc, y será el 
húmero que se busca maya AY 


1 
A y++kc, 


20 


e AR 
' o dr eN a ' 
| eE 59% GÁLOULO 
vé 200 Med > 


£ 4% $ ex , k 
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Aplicaciones del cálculo integral 
CUADRATURA DE LAS CURVAS 


$39 ..Si de los estremos M, m, (fig. 182) 


"de uno de los infinitos lados de que podemos 


concebir formada uná curva MSQ (102), ima- 
ginamos tiradas perpendicularmente al ege Ss 
las dos ordenadas MP, mp, infinitamente pró- 
ximas, llamando MP, y; SP, x; será Pp, da; 
rim, dy; pm, y+dy, y la superficie del trape- 
cio PMmp(183).(PM=+-pm)xPp=:(2y-+dy)x 
dx=ydx+¿dady=ydx , despreciando ¿dxdy 
(444). Luego si poniendo en ydx el valor 
de y sacado de la ecuacion á la curva de que 
se trata, se integra despnes lo que resulta; se 
habrá sacado la suma de todos -los trapecios 
que componen la superficie que abraza la cur= 
va, 6 su cuadratura. Pero como el trape- 
cio PMmp que hemos considerado como la 
diferencial del espacio SMP, puede serlo tam- 
bien del espacio LHPM tomado desde ún 
punto fijo H; pues PMmp=HmpL—HPML = 
d(HPML ); es preciso añadir á la integral 
que da el cálculo una constante que mues- 
tra esta diferencia; como veremos mas clara- 
mente en los egemplos, 

54o $1 las ordenadas saliesen todas de un 


Dejó es 
INTEGRAL, AER 
centro comun como la SQ, Sg; se considera k 


el ámbito de la curva dividido en una infini-. 


dad de triángulos como SQg, cuya superficie 
$801 es, llamando SQ, y 3 Q£, dx; +(y+ 
dy)xdx=+ydx , despreciando ¿dxdy (444). 
Cuando las ordenadas no son perpendiculares 
al ege y, aunque sean paralelas entre sí , resul- 
ta una espresion algo diferente de las ante» 
riores. | 

541 Vengamos á los egemplos, y sea el 
1.2 cuadrar el triángulo ABC(6g. 175): para 
esto, supongamos tiradas Jas. dos ordenadas 
Mm, Nn infinitamente próximas, y llamemos 
a la altura CD”, b la base AB, y la Mm, y 
CP, x; será Pp, da: y el elemento del area 
NMam=ydx : pongamos ahora en lugar de y, 


be An > 
“a que se saca de los triángulos semejantes 


ABC; CMm.,' donde CD: AB:: CP: Mm, ó 


aby = E; y tendremos MNnm=ydx= 
bxd; z er: 
ese , cuya integral Sydr= E será el es- 
pacio CM: luego el de todo el triángulo 
y , baa. ba 
ABC. en el que x=a , será == 5 como 
24 2 
lo digimos (182). 
542 2.2 Para cuadrar la parábola (ig. 182) 


cuya ecuacion es y"=px ó y=V, pa=ptat> 


pongo este valor en ydx, y tendré pat dx, 


Ez 


£% 


> 
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f 


he a ó 
- cuya integral ¿p"x0+0C es el valor de la sue 


perficie de la parábola, Como en el puntoS 
en que 205 es tambien cero el espacio SMP, | 
y la integral se réduce 4 o=0+C en donde ql 
C=o; no habrá constante cuando los espa- 
cios se cuentan desde el punto S,: y será 


¿Pael espacio indefinido SPM. Pero si se pi- 
diese la superficie del espacio LHMP, en la su- 
pétic y a 
posicion de ser SH=5; sería LHMP=*p Ea C; 
y pues que este espacio es cero cuando SP=x 
3 
=b, en cuyo supuesto es o="p7b2+0 (526 pl 
yo sup: ¿P y 
: 3 2 3 
C=-2p*pr; será LOMP=:p%5—:p b”- 
“La espresion 2 p*ai= pts SP M , se 


reduce poniendo. y en Jugar de prat, á 
Fay , que son los dos tercios del rectángulo 
SPMR. Tambien el espacio LHPM=....... 
58 El mi ñ 
Pipa ps 
PM—¿ LHxSH , es la diferencia entre los dos 
tercios de los rectángulos SPMR y SHLZ., 
543 3.2 Habiendo de'cuadrar el cuarto 
del circulo SCD (fig. 181); supondremos el 
radio q, y PM=)=V (aa —aa) (354) : y 
será el espacio CDMP= Sydx=5Sdxy (aa. 


6.) 


xx 4 
xx)=(154 £ 1), Sda («E E E e Sr 


Dra” 
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de E p a 
ro txc.) donde integrando cada térmi- 


o 3 
nO y sí, resulta CDMP=ax — A AE 
2.3 4 
_ La MOCUOz 


2.4. E Ze 4 6 q.as 2.406, 8. ya? 
Sc. Si suponemos a=a, saldrá la superfi- 


aa an 
cie del cuadrante CSD=aa —  — — — 
6. 49 
aa 5aa E r 
Ta Ti 


A 8cc. La superficie del sector CMD se" 


11 52 
saca restando de CDMP la del triángulo 
CPM—PMx+CP=xxy (aa—x1). 

544 42 En la elipse cuya ecuacion es y= 


V (aa —xx), se tiene haciendo la mis- 


; bx3 bx 
Amas operaciones , Syda=bx — Fiz Tgoar 
_bx7 bx9 b 1.4? 
e A e (a — m3 
241 11524 e q 

1.as 1.47 


Ras abad —kxc. ): la cual séric tiene 


con la anterior del círculo la razon de báa 
segun Jo dejamos demostrado, 

“545 5.2 Para cuadrar la area hiperbó- 
lica SMP (fig. 183) y el e hiperbólico 


CSM; sustituirémos en ydx, Ly (+:x—aa) va- 


AÑ 
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lorde y en la ecuacion de la hipérbola: y se- 


Yá ya y lan aa) el elemento de su 
superficie, El sector CSM = CPM — SPM = 


CPx: PM —SPM= tyx —Sydx , cuya dife- 


rencial +( ady=+ydx )=ydx=+( ady=ydx ), 
4 yA de ye b A 
se reduce o Meza substituyendo P. 
y he de 
V (2x—aa) y raiz] lugar de y, dy.Su 
integral es (531 )tabxi ( my (aaa. JC: 
y como esta debe: ser cero cuando x2=a , de 
cuya suposicion "resulta C='— +abxla ; sorá 
2 b, : 
la integral completa de E % E» ó la 
superficie, del sector CSM=3abx1(2-y (11 
e : e bh M . 1 
O 
resta del triángulo CPM =+ ( CPxPM ) _ 
tr será el residuo e 23 
á 4 


ricas (ux-2a) ) 


2 


Ta Aedo el valor 'del espacio hiperbó- 
Jico SPM. 


a 


546 6.” Cuadremos finalmente, la hipér* 
bola equilátera entre sus asintotas : cuya ecua* 
cion 417) haciendo aa=1 » CS XY=I : y sien” 
do M0 169) CG, x; GZ, Y3 ay=1 , da 

: e, 
y= - Luego Sydi=s E = lx (514) 55 el 


area MCGZYX será la-+C, 


| 


Ns 
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0547 Como esta es cero cuando x=0, Y 


¿ 


y ()=7. De consiguiente - si hacemos '1=... 


COX», será el espacio Moxx=12, infinito. 


Suponiendo CU=1, aa=1', y contando las 
abscisas desde. U; será CG=1+ > GZ= 
1 de ba 
=> yd =p Y Sydx =85 == 
U 1x0) 0= 1GZ+ C. Este espacio es cero 


cuando x=0, en cuyo supuesto 1 (1 0). 


áO=0., y C=-—l1=0:. de / suerte que di- 
cho espacio. será solamente 1(1+x), y ¡serán 
finitos los espacios UGZY donde CU=1, 

548  Aqui.se ve que. los logaritmos hiper- 
bólicos resultan de una hipérbola equilátera cu- 
ya potencia es 1: de consiguiente siendo la po- 
tencia aa, GU=b, UG—=xw», GZ=y5 hubié- 


/ ramos sacado UGZY=aa 1 (b+x )=/CUxaa. 


Supongamos ahora que sea mm la potencia de 
Sam, ota de las infinitas hipérbolas que se 
pueden trazar entre las asíntotas MC, Cc ; se- 
ría por lo dicho el espacio UGmn=mml(b+1), 


Y tendriamos UGZY : UGmn::aal (barx ):mmx 


L(b+x):aa:mm : luego los logaritmos de un 


“mismo número tomados en distintas hipérbo- 


las, son como las potencias de las mismas hi- 
pérbolas, 


* 


A? 
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y 


Rectificacion de las curvas + 


549 Para encontrar la linea recta á que 
equivale una linea curya SM (fig. 183); imar 
ginemos el punto m infinitamente próximo 4 
M, y será Mim la diferencial de SM; y como 
Mm= y ( (Mr? +(rm)*)=y (du +dy*) 
será Sy (dx*+dy*) la fórmula para rectifica! 
las curvas cuando sus ordemadas son perpen- 
diculares al ege, ó no salen de un punto fijo. 
El modo de aplicarla es despejar en la ecua- 
cion á la curva despues de diferenciada, el dy 


en xy du, 6 el dx en y y dy, sustituir estos 
valores en y (da*+dy*), y tomar la integral 
¿de lo que resulte, 


550” 1.2 Para' rectificar, la circun- 

. ' aadx e 

ferencia del circulo; tomemos 2%. ele 
aaxx 


mento de un arco cuyo radio es a, y % 


su tangente (534 ): y pues que q 


dadx( aarxx )=*, (aarxx)="=a-->x 
xa pa ó 
Espe — tte. );. será 


Saada (aq-+xx)"=8 ( di “de td 
44 


at 
ade aida En a 
ac 7 ge A E 3ar sat 
17 «2 Es xt 
e OT 0 
74 ga — A =A1 za sat 


at 
' a+ 
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o - Kc.) Si en esta série supone- 
mos que x sea la tangente de 45”, que cabe 
ocho veces en 360% ó en toda la circunferen- 
Cia, y es igual al radio a; quedará reducida á 
aiii +3= 3 +80). 

Para hacer esta série mas convergente, 
descompongamos el arco de 45% en otros dos 
b, c cuyas tangentes sean conocidas , y tendre- 
mos haciendo el radio 1, tang (b+c)=45%= 

tang bptang Cc 


a LL . Í, á 

274 1—1tan8g bx taig pa de donde'se sa 
_1—tamg b a Ez 

“a sang RES luego si tang b=“, 


será tang c=3. Póngase ahora en la séric an- 


' terior 3 y F en lugar de a, y resultarán las dos 


1 1 1 1 1 1 
A E dia E 
A 1 1 1 

aia Tqar a — Kc, cuya suma 


0,7853981633974483 tc. será la. longitud 
de un árco de 45%: y de consiguiente su 
cuádruplo 3,141592653897932 tc. será la 
semicircunferencia, que comparada con el ra- 
dio 1 dará la razon del diámetro á Ja circun- 
ferencia de que ya hemos hablado. 

551 2, En la parábola cuyo arco sea u, 
su parámetro 24, y su ecuacion yy=2ax; 


tendremos ydy=adx , y ae ; sustitul- 
do este valor en la fórmula y (da"+dy”), la 
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reduceá Ty (yy-+aa J=du: luego dy y (yy+. 


aa) =adu. Supongamos que sea MSN (Se 
184 ) la parábola que se ha de rectificar, que 
sea ST' una tangente á su vértice, y SP=)5 
será au=5dy y (yy-+00). Si se tira la Ss=ú 
perpendicular 4 ST, y se: traza una hipérbola 
equilátera nsp, cuyo centro esté en Sy el 
vértice en s, tirando desde P 4 la parábola la 
ordenada PM alargada hasta que encuentr? 
la hipérbola en ps será SspP=Sdy y (y yaa) 
(426 y 539): luego Sadu=au=SspP”, y el 
arco SM=u de la parábola, será igual al es 
pacio hiperbólico SspP- partido por la mitad 
del parámetro. ' 

552 3.2 Para rectificar un arco u de 
elipse , y de hipérbola; sacaremos de 1 
ecuacion á la elipse at Y (aa—xx), dy? 
cc lascabe y de consiguiente será el arco 
elíptico u=Sdu=5Sy (da*+dy*)=Sdxy (+ 
dy. at—a?x2 gt. 
a) =SdxV (as) >» Cuyo yY 
lor solo se puede sacar por séries. En la hi” 
pérbola se encuentra por el mismo camin- 

a bo) 
A 

553 Sea la ecuacion yi=px* de la se 
gunda parábola cúbica, “en la que x% 


la ¿e 
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: luego d= 22 
2 de o 
pues, S(ida? + dy? )¿3=8 ( dy'+ a = 


YE Ny 
Sdy ( era =5P (12) Es C. Su- 
poniendo y=0, resulta C=—X%p3 luego 
integral completa ó la longitud de un arco 
cualquiera de la segunda parábola cúbica, 


contando sus abscisas desde el origen, es Fp 
3 

(12 *—p- S 

554 En la cicloide ordinaria los trián- 


gulos semejantes Mimr, BOP ( fig. 209 ) dan 
dy: dx: y (2ax— 2x7) :x; de suerte que dy"= 


de de eS 
Ey (2ar=x)= Pr), dy= 


sind Spa 


7 s 
» ydx* ira Será 


20dx?—ada? 3 
a Será pues, Y (da*==dy*)= 
2ada*—adax” day 24 
Vv (dx* un PAD A ST ) O e Tencnononoano 
Vaar *da: y dr+dy) BM 2ax * dx 
=2 y 24%, que es el duplo de la cuerda cor- 
Tespondiente BO=y 242. Si se hace a=20, 
será la semicicloide BMA=2 Y 4a?*=2x20, 
que es el duplo del diámetro del círculo ge- 
nerador; de consiguiente toda la cicloide será 

cuadrupla de dicho- diámetro, 


ES 4% dd - e ad sl 
$ al y A ye 
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, 


Solidez de los' cuerpos 


555 Si concebimos un cuerpo ABCS 
(fig. 185 ) formado de planos ó rebanadas ¡n- 
tinitamente delgadas:achefh que serán la dife= 
rencial de su solidez, y suponemos bb la su- 
perficie de la base ABC, a la altura ST, yo 
la Se distancia. del vértice al plano acbefh: se- 
rá dx la altura de dicho plano y su superficie 
abc 6 ehf, se hallará por la proporcion (ST): 


(Sc)'::ABC: abc, ó a0:xx::bb: Ber. luego la 
solidez. del plano será e de, y la de to- 


pa ÉS, bb 
do el sólido su integral S E 
aa 


bbaj bbx3 a 
€, 6 solamente, contando la soli- 
ad aa - 


dez desde el vértice"S, La EespresiO sos, 
bhx3 bba 


== OS) concuerda con Ja 
zada a44 “ 


que sacamos ya (241), 


556 Si el plano MmuL (Lg, 186) perte- 
nece á un sólido de revolucion ABS, formado - 
por una curva AS dando la vuelta al rededor 
de ST;, suponiendo PM=y, SP=x, y ru 


la razon del radio á la circunferencia; será 


C . 
2 la de un círculo cuyo radio es y; la su- 


perficie de este círculo será A 


a + e e NS : 
A DE e 
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cyyde 
; ET 
presion: diferencial en la que poniendo el ya- - 
lor de y sacado de la ecuacion á la curva de 
cuya revolucion se haya formado el. sólido, 
se tendrá su' solidez integrando el resultado. 
.557 Egemplo 1% Encontrar la solidez 
del cono engendrado por el triángulo rectán- 
gulo CPM (fig. 183) al rededor de CP. Sea 
CP) x;,PM, y; yuel ángulo MCP: si to- 
miamos 4: CM por radio, será.cosen u: sen us: 


xxsen u o A 
a y =—— Si sustituimos este valor en 


y la solidez “del plano = Pp 1 0s= 


— cosen 1 


cyy dx 
er 


i . Cc 0 
la fórmula > se reducirá á Erin 


c 
. oda: y la soli ONO SÁ Asco 
een dx; y la solidez del cono será; 


ERP 1 ec sentu, ab cy Y. 
Cosa A a a 

que es como digimos (241) la tercera, parte 
del cilindro de una misma Dase y altura que 
él. Del mismo, modo se, hubiera sacado la so- 

y lid 2. del cono producido por el mis-: 
mo triángulo al rededor del lado MP.. 
558. 22: Lú solidez del ¡paraboloida, .ó 
conoide parabólico (ig. 186), que es el sóli- 
dó que eugendfa una semiparábola al redes 
«dor:de su egés se saca poniendo eb la fórmu- 
la el valor, de yy que da la ecuacion yy=ax 
de la parábola: pues integrando el resultado 

TOMO 11. e 


ed +5 
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carde se tiene contando la solidez desde S 
2r , 


Cax? car a. 0. 
(EE A IA 
AS A a Ia a 


equivale á lá solidez del cilindro de igual ba- 
se y altura que el paraboloide. Si la solidez 
se cuenta desde un punto H, tal que SH=5; 
debiendo ser. cero el sólido en dicho punto ó 


z + abb 4 
cuando, x=b será a » y Ja solidez 


de una porcion cualquiera de paraboloide 
caxx—cabb a 
TM 

559 3.” Hallar la solidez del elipsoide 6 
hiperboloide. Si sustituimos en la fórmula en 


b 
lugar de y (2ax=xx) sacado de la ecua- 


cion á la elipse, é integramos eitoardaa 
2raa 

axdx) que resulta; tendremos a (arx— 
2ra4 


E) por la solidez del clipsoide prolongado; 


sólido que engendra una semielipse al rede- 
dor de su ege mayor Ss ( fig. 187 ), Dona 
dola desde S en que C=0, Cuando x=S= 


. ey 2acbb 
aa, se reduce dicha espresion á a que es 
la solidez de todo el elipsoide, Y como la de 


y . . y , a bb 
ún cilindro circunscripto á él, sería + 50= 


E 


E Ll 
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rá la del elipsoide los $ de la de este cilicdM8 
como lo digimos de la (esfera (245)... 

SL se pide Ja solidez desde un-punto H en 

que SH= mm; siendo en este punto cero la 
cbb mi 

integral, se tendrá (== e +), 
3 

eN la solidez" de una porcion de elipsoide com- 

“prendida entre dos planos paralelos y perpen- 

diculares al ege, cuya distancia es x—m, será 

cbb 3 cb 

2raa (arm—3)- 2raa ¡a (amm ca) La del 


elipsoide aplanado , 6 producido es la re- 


“ volucion de la semielipse al rededor del ege 


214acb 
Ear AUS 20I8nón CIO la otra, 
y es tambien los 5 “de su cilindro circunscrip+ 
to: y tiene con- ella la razon de los eges 
2b:2a. 
Por el mismo camino encontrarémos que 
la solidez del sólido que engendra una hipér- 


bb 
bola al rededor de su primer ege, es TOS 


(ara), si se cuenta desde el vértice; y 


cbb eS chb 
aras [ES = (amm e) la, de 
“una porcion de hiperboloide impida en- 
tre dos planos paralelos y perpendiculares al 
ege , cuya distancia es 11. 

560 4 Háyase de medir el sólido pro- 
ducido por el arco sp (fig. 184) E da 
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que goltea al rededor de su segundo ege ST, 
suponiendo este 20, el 1.2 2S5=2b, SP=x, 
Pp=y , y 9 el vértice, Si hacemos r:c::1 
OE 

£; será E =Zque llamaremos mm, el 
area del círculo cuyo radio es 1; y la fórmu- 
eyyda , A 

2 quedará reducida á myydx, en donde | 
myy es el area del círculo cuyo radio es y: 
pues 1%y*%mmyy (203). Si en ella pone- 
mos el valor de. yy sacado de la ecuacion yy= 


la 


bbxa z 
E (403); tendremos myydx=mbbda=+ 


mbbxxdx Ñ a mbbas , 
Ta Coya integral es mbbx + =-=— 6 
aa 3aa 


S bbas 
¿mMbbx=+Imyyx, poniendo en lugar de 22, 


yy —bb sacado de la ecuacion: será pues, 
¿mbbx=+3myyox la solidez del cuerpo que 
forma el area SspP al rededor de ST. 

561 5. Para hallar la del cuerpo que 
se forma de la revolucion de una hipérbo- 
la equilátera QUKYN (fig. 169) al rededor 
de su asintota Cc; llamaremos CU = UY, 


” £ Y 4 
a; y será (417) aa=xy, ó 1 Puesto 


cyy da co atdx 
este valor en ==, resulta — LE 
27 2r xx 


C Z A PA 
O su —x=— 
rx dx, y su integral A Y 


será la solidez que buscamos, Como esta es 
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p GE 
cero cuando, =a, será CG = e) y el va: 


lor completo del sólido producido por el arca 


UYNc , será (as + ZÉ )= (a izo as 


e—a . . . 
(€3)) : de consiguiente:suponiendo las abs- 
x 
cisas 4, 2d, 34d, Kc. en progresión arit- 
Le a da 
mética, resultarán sólidos iguales á Yu mul- 


tiplicados sucesivamente por 0, 5,3» 7 $c. 
Si fuese x infinita, equivaldrá el sólido 

e E ; 

8 al cilindro engendrado en la misma re- 

volucion por el rectángulo CUYH: cuando 


x es menor que a, es el sólido negativo, é1n- 
finito sí a=0: de suerte que el sólido pro- 


+ ducido por el espacio UYNC. es finito; pero 


el que engendra la area MCXK al rededor 
de la asíntota, es infinito. 

562. 6.2 Midamos ahora un cuerpo para- 
bólico ACBDA (fig. 188) producido por la 
rotacion de la parábola ACB al rededor de la 
ordenada AB. Sea a la abscisa CM, b la se- 
miordenada AM ó BM, ula distancia MN= 
EP que hay entre la linea DC y una seccion 
ENE del sólido, paralela 4 DC: y tendremos 
(363) (AM) : (EP)':: CM: CP, ó dba: 

' auu a 


, aun 
Cp=5 7, y EN=CM-CP=a—%¿=3p * 
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(bb—uu): Juego (556 )mx( EN yJ=52 x 
(bt—abbuu-rut ) será la espresion del area 
de la seccion ENF: y si se multiplica por la 
diferencial du de MN, dará el elemento del 


sólido 7—( btdu — abbuudu + u*du ). Inté- 
grese , y tendremos (bt — ¿bbut+zus), 


; , 8maab 
que se reduce haciendo u=b,, á E mitad 


del sólido que se busca. 

563 7.2 Si se quiere la solidez del cuer- 
po ACBDA (fig. 189) que forma el segmento 
de circulo ACB rotando al rededor de la cuer- 
da ú ordenada AB; suponiendo el centro en 
O, y llamando al radio OE, 1; OM, n; y EP, 
u ;' será OP=y ((OE ) —(EB)*)= Vtr= 
uu), EN =0P—0M=y (rr—uu Jn; y la 
fórmula myydx se transformará en mdu(yrr— 
uu)—n):=mdu(rr—uu+an— any, (rr—uu))= 
mdulrr—uu—nn) — mdu(ony | (rr—uu)—2nn). 
Y como la integral de mdu(=ny rr—uu)- 
enn )= 2nmxdux(y ( rruu Jn ' = 2nmx 
duxEN, es 2mnxarea MNEC; será toda la 
integral mu(rran—uu)= INMAAL CA cacioraon Ye 
MNEC=mxMNx ((AM)*—2(MN)-)= 
2mx0MxareaMNEC: que en el supuesto de 

“ser MN—MA, es mx( AM )'— 2m0MxACM, 
valor de la mitad del sólido propuesto. 

564 8.” Para encontrar la solidez de un 


INTEGRAL, SE 
Prismoide AEGB (tig. 190) rodeado de super- 
ficies planas, y cuyas buses son dos rectángu- 
los paralelos hagamos AB,a; AD.b; EH.c; 
EF.c; h la altura del sólido, y x la distancia va- 
riable- del plano EG á una seccion 1L del só- 
lido paralela á la base. Tirando despues en Ja 
superficie AH, Ja HP paralela 4 EA, y en la 
cara BG la HN paralela 4 GC; tendremos en 
los triángulos HPB, HRM semejantes ha: 
x(a—c) 


PB=AB—EH:RM-IM-EH=+=— 3 y en 


los triángulos HBN, HMQ, también seme- > 
jantes , h:x::BN=BC— HG:MQ=ML—-HG= 
sen. luego IM = a +0, y ML= 


a +e: y será el area de la seccion ÍL,.: 


(2—c (be) bitear—ace d ESE 
THRASH. Si multipli> 
camos esta espresion por dx,-y sacamos des- 


z ¿(1— be) 
pues su integral, resultará La l Dan e 


he. 

e ce, valorado PUE 
Suponiendo en él x=», saldrá el de todo 

el prismoide, que es h (a—c)(b—c)+1h(bc+ 

ae—2ce+ ceh=3h (20b+ae + bc + ace)= 

PAB<AD+EHER + ( AB+EH [AD«-Ef)) 

Si EF fuese nula, EH y FG coincidirían for- 

mando un ángulo en la parte superior del só- 


6: PE 


2 
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lido ,- que: tendria entonces la forma de Ja-ar- 
madura de un tejado: y su solidez sería ¿h 
(2abrbe )=:l( JAB+-EH JAD. En el caso 
de ser EE=EH y AD=AB; sería el sólido un 
' 1rozo de pirámide cuadrada, cuya solidez es 
haa ac == cc )=5h (( AB )+-ABxEH + 
(EH)?): y finalmente haciendo EH=o0, re- 
sultaría una pirámide-con la base (AB) y la 
altura h, que tendrá por solidez (AB)*="h, 

565 9.” La solidez del cuerpo que Jos 
ingleses llaman Groin (bg. 191), cuyas sec- 
ciones paralelas á la base son cuadrados y las 
dos secciones hechas perpendicularmente á la 
base por el medio de los dos lados opuestos, 
son semicirculos ; la encontraremos suponien- 
do x la distancia Ab del vértice A á una sec- 
cion cfeg paralela á la base , a el radio ABó 
BN de la seccion circular ANBMA perpen- 
dicular á la base, y será bn =y(203—x0) 
(350); el lado del cuadrado cfeg , 24 (201 
xx), y su area (42a9—xx): luego el ele- 
mento del groin es 4dx(200—xx). Si en su 
integral ¿axx—3x3 suponemos xa=a, resulta 
Lais solidez de todo el groin ; que sacariamos 

o 
del mismo modo aun cuando las secciones 
paralelas á la base fuesen rectángulos, y las 
perpendiculares otras Curvas distintas del cír- 
culo. s 

566 10.2 Si se hubiese de calcular la so- 
lides de la pirámide ó cono ABCD (fig. 192), 


mo. MZ +] A Ce li 4 E E E 
en FNA ' PE Ae: 
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de un plano DBC dado á un punto Á: lla: 
«maremos x la distancia perpendicular AQ de 
Aá una seccion EFG paralela á BDC, a la 
altura AP del sólido, b Ja area conocida de 


la base BDC: y pues que los planos BDC, . 


EFG deben ser semejantes (236), tendremos 
(AP): (AQ):BDC:EFG, 6 aaxabEFG= 


bax E : e , 
A Esta espresion multiplicada por la di- 


ferencial de dará el elemento ene del sóli- 


mm 
E bxxdx ba3 
do,” rá == =—— , Que se 
IS 5 aa 3aa Y 


1 


reduce 


á Zab. cuando 2=4. 

567 112 Si d un cilindro ABCD (bg. 
176) lo corta un plano oblicuo a la base, y se 
nos pide la solidez del cuerpo SARH que -re- 
sulta, que se llama úngula cilíndricas supo- 
niendo para hacer mas sencillo el cálculo, que 
la seccion pase porel centro de la base , ¿se 
considerará Ja úngula cortada por planos pa. 
Yalelos infinitamente próximos y perpendicu- 
lares á la base RAH:: y debiendo ser las sec: 
ciones triangulares semejantes; se tendrá, lla= 
mando r el radio AO de la base, a la altura 
AS, y la base del triángulo PMN 5 OAS: 

- PMN : rr:yy (202), y siendo OAS= tar, 
será PMN= 20£ = 2. Luego si se llama 
x la PH, será du el grueso de la rebanada 


ed 


AN 


AS 


A ¡CÁLCULO 
comprendida entre dos planos paralelos, cuyo 


¿ayy da : j 
valor será 2, 6 poniendo arx—xx en lu- 


gar de yy (350), SI ME, aradi- 
xxdx). Su integral , contando Ja solidez des: 
de el punto H, es E (xx — sh de donde 


se saca suponiendo x=2r , el valor de todo el 
sólido que es ¿arr ==x r= AOSx“HO = 
AOS=3RH : 6 Jos 7 de un prisma enya base 
seria el triángulo AOS y la altura el diáme- 
tro RH. : ; 

568 12.2 Encontremos por último, la so- 
lidez de una úngula cónica EFGD (62. 177) 
que corta en el cono ABD un plano EFG 
que pasa por su base. Siendo BG la altura 
perpendicular del cono, y BO una perpendi- 
enlar tirada á HE ege de la seccion EFG ; sí 
suponemos que sea EBG otra seccion del cono 
hecha por un plano que pasa por el vértice! 
B y la linea FG; los dos sólidos BDFG, 
EBrG cuyas bases son FDG , FEG, tendrán 
por solidez (564 ) á FDGx 3 BG y FEGx 
¿BO :. réstese la segunda de la primera, y su 
diferencia” será el valor de Ja úngula cónica. 
Si las bases FDG-, FEG fuesen 'secciones có. 
nicas, se buscarán sus areas (S4a y sig ), y 
se resolverá la cuestion, Sea por eg. EH pa- 
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aalela 4 BA; siendo entonces (357) la sec- 
cion una parábola cuya area es ¿FGxEH, será 
la solidez da segmento EFGB=;-FGxEB-BO, 
y rebajando esta cuantidad del sólido DFGB, 
será el residuo el valor de la úngula. 


Medida de las superficies curvds 
de los sólidos 


569 Si imaginamos que el lado infinita- 
mente pequeño Mm de una curva SB=u (fig. 
186) traze una zona, faja ó porcion de cono 
truncado cuando toda la curva voltéa al re- 
dedor de ST; la'superficie de dicha zona que 
es elemento de la total, será el producto de 
Mm=du multiplicado por. una circunferen- 
cia cuyo radio es PM: luego si llamamos m 
la razon entre la circunferencia y el diáme- 
tro, será amy la circunferencia del círculo 
cuyo diámetro es ML, y 2myxdu==myx 
V(dx*+-dy*) será el elemento de la superficie 
de los sólidos de revolucion. 

570  Egemplo 1. Comencemos por el cono 
recto ABD (fig. 177), y suponiéndole cor- 
tado por un plano MN paralelo á la base, y 
tirado el ege BG; llamemos AB, az AG, b; 
PM, y; BM, u; y tendremos en los triángu- 
los semejantes BAC, BMP, BA: AC:: BM: MP 
A ñ 2mb 
O abiuy= A luego amydu nd, y su 


: mbuu 5 
integral == será la espresion de la super- 


- 


/ 
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¿ficie de una porcion cualquiera del cono. Si 
en ella hacemos u=a, se reduce á abm= 
mxAC<AB que es la de todo el sólido. 

571 2. Para encontrar la superficie de 
la esfera; sea el radio CM=a (Íg. 181 ), 
SP=x, PM=y, SM=u; será Mim=du, Pp= 
Mr=dx: y en los triángulos semejantes CPM, 
Mar tendremos PM:MC:Mr:Mm, ó y:azda: 


és Sustituyendo este valor en amydu, 


resulta 2madx> y su integral 2max = SPx 
circunf. SDBM'S, será la superficie del seg- 
mento esférico SPM'M. Si se hace 2=>2a, 
amu se convierte en 4maa, que es la superfi- 
cie de toda la esfera, cuadrupla de maa su- 
perlicie del círculo máximo SDBM'S (227): 
¿y como 2max:4maa: 20; será la: superficie 
de un segmento á la de toda la esfera, como 


“Ja altura del segmento á todo el ege. 


572 3.2 Saquemos ahora. la super ficie del 
paraboloide ASB (fig. 186). La ecuacion 
yy=px de la parábola da PR: y dx'= 
, oz : luego Y (da*s dy 3 

4 E 2 mvdy yz 
omydu se reducirá rl pp-=+=4yy)'. Su- 
pongamos para integrar esta diferencial, (pp+ 
4yy)=x, será pp+á4yy=zw, y diferencian- 

2a4z 


do, 8ydy=23d3 Ó 2ydy ==>» Sustitúyase/ 


O 317 . 
este valor ns 4 Dppráyy)* y La redu- 


cida ¿meda cuya integral e 
á 2p , Cuy 1 ÉS o 
min 


, poniendo ( pp+áyy) en lugar 
ds as e y—0, se tiene C=—impp; 
de consiguiente aloreoó* —¿ MPp será la 
integral completa, que pudo tambien haber- 
se sacado por lo dicho (516). 

:573 40 Para hallar la superficie del es 
feroide ó elipsoide ( fig. 187) 5 suponiendo 
SC=a, CB=b CP=x, y E sacaré. 


“mos de Ja ecuacion á la curya y=%y/ (aa—xx), 


bxd: 
dy == aria) y será du—=y (da'*+dy*)= 


Vader bbxxda? day la+-(aa- -bb)aa) 


aa (a3— 7 —aV(aa—ax) == 
dx at—ecua) 


a (suponiendo y (aa—bb)=c)= 
ed (E — 14) 


z Name : de consiguiente amydu se: 
4 ES 


VE=ax): cuya integral es- 


Deco en série infinita, es omba (1 id 
044 ñ 5 yó 

DARE => éxc.). 

Esta integral se encuentra mas facilmente 
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por miedio de la cuadratura del círculo; pues 


. 44 
si desde (con un radio > se traza un cua- 


drante de círculo IER , y se alarga hasta E 
la ordenada PM; es claro (354) que PE=.... 


Vi - — xx), y que el elemento del area EICP 


at 
será dy (Ea —xx), que tendrá con el elemen- 


ambcdx ,yat z h 
to 7 V (722) de la superficie ¿MM'B 


bh C£ 
la ¡razon de 1 ¡o ElPC=2mx, xElCP. . 


Si para aplicar esta solucion al elipsoide 
aplanado, supusiéramos Ss el ege menor; sien- 
do CS menor que Cb, sería imposible el va- 
lor de c=y(au—bb): con que hagamos c= 

2ambcda 


y (bb—aa), y p=%; quedará A ES 


ve — ía) convertida en Y (PP. 


20) = 7 xdxy ( pp-=xx). Siendo de vV(pp+ 
dix ppexa)_ ppdrtexadao 


A RS 


Vvpa) — ppaa) 
ppuderrtdo_Eppadetarde > = ppada 
Vppratat) Y ( pprrext) ANppaxeare 
cuyo primer término tiene por integral (516) 


2 ] Zpprd. 
á ly (ppxx=+x*), y el segundo 7 paa +) 
3ppda 


V(ppexz) integrado por los -logarítmo* 


ó 
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(530), da od (pp-=xx) ); será la ín- 
tegral de dx y (pp+xx), xy (pp+xx)= 
2 ppxl (ay ( pp=xx): multiplíquese - por 


za y completándola' despues (525), será 


la: superficie del elipsoide aplanado ELA 


V(pprxxjpóml 222 Mi 


574 5. En el conoide hiperbólico, sien- 
do a y blos semieges, y x la distancia entre 
la ordenada y el centro de la curva; sacarémos 


b 
de su ecuacion y==7 Y (2002), dy cn 


ar y será Y (da*+dy*)= moras 
dx (aarbb) xa) Luego 2mydu="". leo 
ay ixx—aa) 24 
(v aa+bb) (ax—a*), que con supone! s.. 
ati ras d a aid 
E ls ¿2 (eso) 
A su, integral mentar -pbinl( ay (xx - 
Pp) ) que se encuentra por el mismo camino 
que la anterior, se ha de añadir la cons. 


tante que resulta de suponer x=a; y será fi 


nalmente, “E V (xx—pp) — mbbi= pbmx 


» €l verdadero yalor de la 


a 
superficie del hiperboloide, 


E 
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575 6.2 Para hallar la: superficié del 
groin ($e, 191 ); supondremos x la distancia 
á: que está del: vértice A una seccion cpeg pa- 
ralela 4 la base, u el arco An. correspondiente 
á la seccion semicircular NxA., y su radio AB 
6 BN=av Siendo dú= “2%. - 
V(242—x1x) 
“tiplicando esta cuantidad por 2 / (2ax—xx) 
valor de ge=>8n., resultará 2adx (569), 
elemento de una de las cuatro superficies 
iguales que terminan al sólido: luego Ja 
superficie de todo él, no contando la de la 
base, será 844, esto es, dupla de la dicha 
base, 


Método inverso de las tangentes 


576. ¿Por este método se viene en conotj- 
miento de la ecuacion de una curva por la 
espresion de su tangente ó suBtangente Ó nor- 
.mal £c, de su rectificacion, cuadratura $. 
que se nos dé. Para esto se forma una écua- 
“cion de la espresion dada y de la correspon- 
diente fórmula de las halladas (475 y sig. 
539 , :549: 8:c.) y si se puede Integrar, se ten- 
drá Ja de la Curva que se: busca, 

577 Para encontrar la ecuacion 4 la cur- 
va cuya subtangente es 2. igualaré á ela 
da 
rt | 


ñ ydx,, So 
la fórmula GA 10), sacaré de 


/ 


(532), mul- 
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aax=2ydy, é integrando tendré ax=yy, ecua- 
cion á la parábola (363). Si la subtangente 
es tercera proporcional á a—xw, y; haremos 


y 


y7 . 4 4 
ac iy: 2 : de consigl 4 
NTE onsiguiente será AE 


ydx 


dy ydy=adx=xdw, que integrada da yy= 
2ax—xwx, ecuacion del círculo (350). 

578 Para encontrar la curva cuya subnor- 

z ya 3 

mal es ax; haremos(475 2.) =a—xydy= 

adx—xdx, y su integral 1yy=ax—+xx Ó yy= 

2ax—xx nos muestra que es el círculo. Si la 

subnormal ha de ser constante ó igual 4 1; 


tendremos 22= 1, ydy=dx, y: yy=2% , ecua- 


cion á una parábola cuyo diámetro es 2, 
579 Háyase de hallar ahora la curva 


as d : : 
cuya. area es Ey Diferencio esta espresion, 
a 


€, igualando el resultado a ála fórmula ge- 
neral yd del elemento del area (589); ten 
dré Ada: de donde se saca xx =a4), 
ecuacion 4'la parábola. . Finalmente, «si dado 
1 valor Lara — E ) de” lidez, se 
el valor nd) e una solidez, se 
pidiese la ecuacion de la curva que produjo: el 
P , RA de. 
sólido ; formaremos la ecuación ue A 


(20xdx—xxdx), de la fórmula de la solidez 
_ TOMO y, x 
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y de la diferencial de la espresion dada; y 
sacaremos de:ella yy=20%—xx , ecuacion al 
círculo: de consiguiente la espresion dada 
será la de la solidez de la esfera. 


APÉNDICE 


TRIGONOMETRÍA ESFÉRICA 


580, El obgeto de esta parte de la geo» 
metría es la resolucion de los triángulos esfé- 
ricos que se forman en la esfera con arcos de 
círculo máximo, No se cuenta con los arcos 
de, círculos menores; porque entre dos pun- 
tos.de la esfera pueden tirarse infinitos de di. 
ferentes grados , al mismo ¡tiempo que por 
ellos solo puede trazarse un círculo máximo, 
que es aquel cuyo plano es determinado por 
el centro, y dichos dos puntos (171): 

581  Supuesta la doctrina que dejamos da- 
da acerca de los planos y sólidos; llamaremos 
ege de un círculo máximo HRDM (6. 210) 
á un diámetro A perpendicular á su plano, 
que pasa por el centro C de la esfera ; y cu- 
yos dos estremos A, B se llaman polos; y 
así desde cualquier punto de la circunferen- 
ciade un círculo máximo 4'su polo hay siem- 
¡pre 90.” De consiguiente 1.2. :si un círculo 
máximo AHBD ó cualquiera parte suya es 
perpendicular á otro HRDM,, cada uno pasa 
por los polos del otro:-y-al contrario, si pa- 
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sa por. los, polos, le será perpendicular. por- 
que siendo perpendiculares los «círculos lo se: 
rán también sus planos; y por lo «mismo el 
egé perpendicular al primero. deberá estar en 
el segundo , y de consiguiente sus polos, 

582. 2.2 Dos circulos máximos trazados en 
la esfera; se cortan Iútuamente en dos par. 
tes iguales de 180% cada una: porque debien- 
do pasar ambos por el centro de la esfera, se- 
rá-la- comun seccion uno. de sus diámetros, 
que dividirá cada círculo por medio (175). 

583 La inclinacion de dos planos AEB, 
ADB que se mide (177) con el ángulo recti- 
lineo ECD ó con el: arco ED descrito desde 
el centro €, es la medida del ángulo esféri- 
¿co EAD, que se debe: tomar trazando desde 
su vertice Á como polo, el arco ED de cír- 
culo máximo entre sus lados AE, AD. Lue- 
go á los ángulos esféricos debe tambien: con- 
venir lo que dejamos demostrado (178) de los 
rectilíneos: y siempre se verificará que: los la- 
dos contiguos de un ángulo esférico no pue- 
den concurrir sivo á una distancia de 180% 
pues ambos son arcos de circulo máximo que 
se cortan en la superficie de la esfera. 

584 Si desde los tres ángulos B, D, E 
de un triángulo esférico BDE se consideran 
tirados al centro de la: esfera los radios BC, 
EC, DG se verá que dichio triángulo esJa ba- 
sede una pirámide CBED que tiene el vérti- 
Ce en el centio de la esfera, y cuyas saper- 

x2 
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ficies Jaterales son tres sectores de' círculo. 
Tambien se puede considerar como un ángulo 
sólido formado de los tres ángulos planos ECD, 
DCB, BCE: de suerte que cada «ángulo del 
triángulo esférico es igual al ángulo de la incli 
nacion de las superficies, y cada lado es el 
arco que mide al ángulo plano del sector cor- 
respondiente. De lo cual, y de lo demostrado 
(213) podrémos inferir que dos lados de un 
triángulo esférico serán siempre mayores que 
el tercero; como tambien que sus tres lados 
valdrán siempre menos que 360%, 

585 Si desde los tres ángulos A, B, G 
(G2. 211) de un triángulo esférico como cen- 
tro se trazan tres arcos de circulo que for- 
men otro triángulo DEF; cada lado de este 
es suplemento del ángulo que es sw polo: y 

' cada ángulo suplemento del lado que: se le 
opone en el triingulo ABC, Pues siendo A po- 
lo del arco EF, distará el punto E de A go? 
(581): y siendo G polo de DE, estará tam- 
bien 4 90% de C: del mismo modo se proba» 
rá que D' es polo de BC, y E de AB, 

En cuyo supuesto, alargando AB y AG 
hasta H y G en que encuentran á EF; por 
ser F polo de ABH, será tambien FH=g0o0: 
luego EG+-FH 6 EG+FG+GH= 180%: y 
siendo GH 'medida del ángulo-A (583); ten- 
dremos EF+A=180%, 6 EF suplemento del 
ángulo A. Igualmente se prueba que DE es 
suplemento de C, y DF de B, 
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Finalmente, si se alarga AB hasta K., se- 
rán los dos arcos AH,BK de go” cada uno, 
por ser A y B polos de EF y DF: Juego AH+BK 

. 6 AH+AB+AK ó HK+AB= 180%; y como 
HK es medida del ángulo E (583) por ser Y 
polo de HK; será F+AB=180", ó E suplemen- 
to de AB: del mismo modo se demuestra que E 
es suplemento de AC, y D de BC, Del trián- 
gulo DEF, que se- llama suplementario, se 
hace mucho. uso en la trigonometría esférica. 

586 Puesto:que los tres ángulos A, B, ( 
han de sumar con los tres lados. EF, DE, ED 
tres veces-180% Ó 540%; será siempre la su- 
ma de los tres ángulos de cualquier triángulo 
esférico ABG menor que 540%: será tambien 
mayor que 180% pues la suma de los tres 
lados EF, DF, DE sus suplementos ha de ser 
menor que 360 (584). 

De aquí es que un triángulo esférico. pue 
de tener sus tres ángulos rectos, y aun obtu. 
sos; y no siendo determinada la suma de los 

- tres, nose podrá inferir el valor de uno, aun- 
que se conozcan los otros dos como sucede en 
los rectilineos, En lo sucesivo llamarémos hi- 
potenusa al lado opuesto al ángulo recto que 

r entonces se considere, y á los otros dos 
ángulos, oblicuos. 

587. Del mismo modo que en los triángus 
los rectilíneos, se demuestra que los esféricos 
son iguales en los tres casos mencionados (99 
Y sig.); pero estos son tambien iguales cuando 
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los' tres ¡ángulos del nno son iguales 4 los tres 
del arro, Lo que se demuestra por medio:de 
los ariángulos suplementarios; pues siendo ¡guas 
les los £ogulos; lo serán sús suplementos y de 
consiguiente los lados; 

588 En un tridrgúlo esférico ¡sósceleg 
ABD (fig. 212) son 2guales los ángulos B, D 
opuestos 4 los lados iguales AB, AD: y: si 
son- iguales los ángulos, lo serán tambien los 
lados. Pues tomando AE=AF, y tirando los 

: arcos ED, BE de círculo máximo; serán igua- 


les los triángulos AED,ABF que tienen el án. ' 


gulo- A! comun comprendido entre los lados 
iguales AB, AF; AD, AE: luego ED=BE, y 
' Jos triángulos BED, BDF que tienen BD co» 
mun; BF=ED y EB=FD, serán iguales: y 
de consiguiente el ángulo ABD=ADB, Al con- 
trario, sl son ¡gnales los ángulos B y C(fig.211) 
Jo serán tambien sus suplementos DF, DÉ 
(585), esto es, será isósceles el triángulo DEF: 


Juego sus ángulos Ey E serán iguales, y de * 


consiguiente sus suplementos los lados AB, AC. 

589 En: todo triángulo esférico ABG (Kg. 
212) el mayor lado está opuesto al mayor 
ángulo, y al contrario. Porque cortando en 
el ángulo B el ángulo ABD=A, será BD—AD 
(588): y. pues que BD-+DC es mayor que BC; 
será tambien AD+DGC 6 AG opuesto á B ma- 
yor que BC, La segunda parte se demuestra 
facilmente: con el triángulo complementario 
DEF (fig. 210). 
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590 Los ángulos' oblicuos: de un. trián» 
. gulo esférico son de «la misma. especie que 
sus lados: opuestos , es decir, agudos , obtuz 
sos ó. rectos. Sea el triángulo BFG (fig. 210) 
rectángulo en G, cuyos lados alargados hasta 
A serán de 180% cada uno; es claro que si 
BG fuere agudo, GA será obtuso, y por con- 
siguiente el ángulo BEG. agudo tendrá agudo 
su lado,opuesto BG: al obtuso AFG se opon= 
drá el lado AG. mayor que go” en el trián= 
gulo AFG,, y al recto BDE se-opone BE de 
go” en el iángulo BED que suponemos rec» 
tángulo en E, . , z A 
591 Si los lados de un triángulo. esfériz 
co rectángulo fuesen de una misma especie, 
esto es, ambos agudos ó ambos obtusos, la 
hipotenusa será siempre aguda: y si fueren 
de distinta especie, la. hipotenusa pasará de 
go”. Pues si en el triángulo BFG rectángulo 
en G, y cuyos lados BG, FG son agudos, se 
topa BD de 90”; será tambien BE de go% por 
ser B el polo del arco 1D; Juego BF no lle- 
ga á go”. 

Si en el triángulo. AFG «cuyos Jados AF, 
AG pasan de 90”, llega á ser recto el ángu- 
lo A; debe ser tambien aguda Ja hipotenusa 
FG: porque si AF, AG pasan de go”, no Jle- 
garán á 9o0?, sus suplementos BF, BG: y en 
el triángulo BGF tambien rectángulo en, B, se- 
rá la hipotenusa FG ¡menor que 90. Última- 
mente, si los lados fueren de diferente espe- 


438 TRIGONOMETRÍA 
cie como en el triángulo AFG rectángulo en 
G, cuyo lado AG pasa de go” y GE no lle- 
pa, Ja bipotemusa AF pasa de 90”; pues en- 
tonces su suplemento BF debe ser menor que 
go” como se ha probado ya. ; 
592 Siendo los ángulos oblicuos de la mis- 
ma especie que los lados opuestos (590), ten= 
dremos 1.2 que si los ángulos oblicnos fuesen 
de una misma especie, será la bipotenusa me- 
nor que 90% y será mayor “si dichos ángulos 
fuesen de diferente especie. 2.2 Si la hipote» 
musa fuere aguda, los ángulos y los lados se= 
rán de una misma especie, y de diferente si 
la hipotenusa pasa de 90%. 3. Si la hipotenu- 
sa y uno de los lados fueren de la misma es- 
pecie, el otro lado y su ángulo opuesto serán 
agudos: y. obtosos, si Ja hipotenusa y el lado 
fueren de diferente especie: Todo lo cual se 
verifica en* los dos triángulos BFG, AFG. 
593 Finalmente, como dichos triángulos 
tienen el lado FG comun, un ángulo recto 
en G, el ángulo A igual á B, y las demas par- 
tes son diferentes; no se podrá resolver un 
triángulo esférico rectángulo dados un ángulo 
y su lado opuesto, si no se sabe ademas, csi 
Jas otras: partes pasan Ó no de go”, 


Resolucion de los triángulos esféricos 


594 —Formen al triángulo ABD (fig. 213) 
rectángulo en A, los arcos DAF, DBE, ABE 
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de círenlo máximo, y tirados los radios BC, 
DC, AC al centro U de la esfera, bájese desde 
B al plano BAC la perpendicular BI, que lo 
será también 4 AC(175); trazando despues por 
BI un plano BIG al cual sea perpendicular el 
radio DG, se tendrá una pirámide BICG for- 
mada delos triángulos rectángulos BIG, BCI, 
BCG, GIC enyos tres ángulos ICG, 1CB, BCG 
tienen respectivamente por medida los tres ar- 
eos AD, AB, BD del 'triángulo esférico ABD; 
y sus tres ángulos D, A, B son iguales á los 
rectilíneos IG B, GIB, IBG. 

595 Esto supuesto , en cualquier triángu- 
lo esférico ABD rectángulo en A, se verifica 
1.2 Que el seno del ángulo recto ó el radio 
es al seno de la' hipotenusa., como el seno de 
uno de los otros ángulos es al seno de su la- 
do opuesto: esto es, r: sen BD:: sen D: sen 
AB, Pues en el triángulo rectángulo BIG se 
tiéne (283) r: BG:: sen G:BL: y como tomando 

- BG por radio en los triángulos CGB, CIB,BG 
BL son senos de los ángulos BCG, BCI ó de 
la lipotenusa BD y del lado AB, será 7: BG 
ó sen BD:sen BGÍó senD: senAB. 

596 De donde se infiere que en cualquier 
triángulo esférico ABD (fig. 214 y 215) los 
senos de los ángulos son entre si como los se- 
nos de los lados opuestos: pues bajando des- 
de cualquiera de sus ángulos A el arco AG 
perpendicular á la base BD, alargada si es me- 
nester se tendrá en los triángulos rectángulos 
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BAC, ADC (595) r:sen AB:usen Bisen' AC, y r: 
sen AD::ser DisensAC; de donde. se saca sen 
ABxsenB=sen ADxsen D: luego sen B:sen DC:; 
sen AD: sen AB, 

597 2. Que el. radio' es al coseno de un 
ángulo como la tangente de. la hipotenusa 
es dla tangente del lado adyacente d di. 

' cho ángulo: 61: cos D::tang BD:tang AD (bg, 
213). Porque en el triángulo GBL, r:cosBGL: 
GB:GI (284); y siendo en los triángulos rec- 
tángulos CGB, GCL, tomando á CG por radio, 
Jas GB, CI tangentes de los ángulos GCB, GCI 
ó.de la hipoténusa BD. y: del lado AD:; será 
r:cos BGLó cos D:: tang CCB 6 tang BD:tang 
GCT ó tang AD, - a 

598 De consiguiente, en los dos triángu- 
los esféricos ABC, ACD rectángulos en C (bg. 
214 y 215), que tienen un lado AC comun 
las tangentes de las hipotenusas AB, AD es- 
tán en razon inversa de. los cosenos de los 
ángulos BAC,CAD adyacentes al lado comun 
AC. Pues de r; cos BAC: tang AB: tang AC, 
y r::cos MDAC: tang AD: tangAC,-se saca cos 
BACxtang AB = rxtang AC= cos DACxtang 
AD: luego tang AB: tang AD::'cos DAC; cos 
BAC, 

599 3. Que el radio es al seno de un 
lado como la tangente de un ángulo adyacen- 
te.es.d la tangente del otro lado: es decir (fig. 
213) r: sen AD: tang D:'tang AB. Pues sa- 
cándose del triángulo BG1 (184) r: tang 


“ESFERICA, 431 
BGI:IG:IB , y siendo en los triángulos rectán= 
gulos CBI, CGL,en- la suposicion de ser CI el 
radio, la 1G ¡seno del ángulo ICG- ó del lado 
AD, y Bl tangente del ángulo ICB 6, del lado 
AB su opuesto; se tendrá r;1G+ó sen AD; tang 
BGI ó tang D: tang 1CB.ó tang AB: 

600. Luego en los triángulos ACD. (fig. 
214 y 215) los senos de los lados BC,CD no 
comunes serán reciprocamente como «las tan- 
gentes de los ángulos B,D: pues de:r:sen BC:: 
tang Bang AG, y ri sen CDitangD : tang 
AC ;'se saca sen BOxtang B=rxtang ACE sen 
CDxtang D, y de consiguiente sen.BG; ser 
CD :: tang D:tang B, 

601  Divídanse ahora por medio en H, 
L (fig. 213) los semicírculo DAF,DBE, y 
trazando por ellos el arco LHP de círculo 
máximo” que corte 4 ABE en un punto cual- 
quiera P; serán rectos los ángulos en L y H: 
y de consiguiente PA, PL serán cuadrantes 
(590). P será él polo de AL, D de DL (581) 
y LH medirá al ángulo D y AL al ángulo 
P. Luego las seis partes que componen el. 
triángulo BHP rectángulo en H, .Ó.son ¡guar 
les ó:son complemento de las del triángulo 
ABD pues ademas del triángulo recto A=H, 
y ABD=HBP (583); el arco HP. es com» 
plemento > y LH. medida del ángulo D: el 
lado AB lo es de la hipotenusa- BP, ei lado AD 
del arco AL medida del ángulo P., y el lado 
«HB lo es de la hipotenusa BD, vend 
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“602 - Tendráse pues 4.2 que en cualquier 
triángulo ABD, rectángulo en A, el radio es 
al coseno de uno de los lados; como el coseno 
del otro es al coseno de la hipotenusa: ó r: cos 
AB:cosAD:cosBD. Porque siendo en el trián. 
gulo BHP rectángulo en H, r:sen BP::sen P; 
sen BH (595); será tambien , poniendo cos 
AB en lugar de sen PB, y cos AD en lugar 
desen P 6 desu medida AL, r:cos AB:: cos 
AD:cosBD. 

603 Sertín pues, proporcionales en. los 
tridngulos BAC,ACD (bg. 2.14 y 2.15) los cose- 
nos de las hipotenusas AB,AD,, como los cose- 
nos de los lados BC,CD segmentos de la base. - 
Lo cual se infiere de r:cos AC:: cos BC: cos AB, 
y r:cos AC:cos CD:cos AD: de donde se saca 
cos BC : cosAB::cos CD ::cos AD, ó cos AB:cos 
AD::cos BC:cos CD. 

604 * Esta última proporcion se convierte 
en cos AB+cos AD:cos AB—cos AD::cosBC+ 
cos CD: cos BC— cos CD: y sustituyendo en 
ella los valores de sus términos sacados (279), 

“se tendrá cotangs( AB+-AD): tang4( AB 
AD) :: corang+( BG+CD ) : tang+(BC-CD ): 
y estando las tangentes en razon inversa de 
las cotangentes, será finalmente», tang4(BC 
+CD): tang ld  tangH(AB—AD): 
tang +(BC—CD) : es: decir , que en cualquier 
triángulo esférico ABD, si se baja un ar- 
co AG perpendicular sobre la: base, alarga: 
da si es menester, será la tangente de la mi- 


Ñ 
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tad de la base, á la tangente de la mitad de 
la suma de los otros dos lados AB,AD ; como 
la tangente de la mitad de su diferencia á la 
tangente de la mitad de la diferencia de los 
segmentos BC,CD, Ó d la tangente de la-mi- 
tad de su suma, si el arco perpendicular cae 

' fuera. 

605 En dicho triángulo ABD (fig. 213) 
el radio es al seno de un ángulo, como el co- 
seno del lado adyacente es al coseno del otro 
ángulo: ó.r sen B :: cos AB: cos D. Porque 
en el triángulo BHP (594) r: sen PBH::sen PB: 
sen PH: póngase por seno PBH su igual 
ABD, por seno PB, coseno AB, y por seno 
PH, coseno Lli=cos D, y resultará la pro- 
porcion referida. : 

606 De ella se infiere que en los tricin- 


gulos BAC,CAD (lg. 214 y 215) los cosenos > 


de los ángulos B, D opuestos al lado comun 
AC, son como los senos de los ángulos adya- 
centes BAC,DAC : pues de r: sen BAC :: cos 
AG: cos B y r: sen CAD:: cos AG : cos D, se 
saca sen BAC.: cos B::11. cos AC:: sen CAC: cos 
D: y de consiguiente cos B; cos D::sen BAC; 
sen CAD. > 

607 6.2 Tambien se verifica en el triángu- 
lo BAD (fig. 213) que el radio es al coseno de 
la hipotenusa como la tangente de un ángu- 
gulo á la contangente del otro: por sacarse 
del triángulo BPH (599) r: sen BH 6 cos 
BD::tang B: tang PH=cotang LH=cotang D; 


je 


y 
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luego 1: cos BD:: tang B::- cotang D, que vie» * 
me 4 ser lo mismo que r: cof B:: cos D: cot BD, 

608 Por lo demostrado (597) se tiene 
(fig. 213 y 214) r: cos BAD:: tang AB: tang 
AC:: cotang' AC: cotang AB (271) > y de con- 
siguiente 7: cotang ACrcos BAD: cotang: AB: 
por Ja misma razon r : cotang ÁD:: cos DA: 
cotang AD: será pues , en el triángulo BAD 
cos BAG: cos DAC::cotang AB': cotang AD: 
ó los cosenos de los segmentos del vértice pro- 
porcionales ú las cotangentes de los lados AB, 
AD. 

609 De lo dicho (599) se saca r:ser BC:: 
tarig B: tang AC:'cotang AC: cotang B (270), 

- y rio sen DC:: cotang AC: cotang B: luego en'el 

triángulo ABD sen BC:sen DO: cotang B: 
cotang D: esto es, los senos de los segmentos 
BC,CD de la base proporcionales á las contan- 
gentes de los ángulos B y D adyacentes. 

610 Por medio de las proposiciones es- 
tablecidas se pueden resolver todos los casos 
en que dadas tres cosas de las que compo- 
nen un triángulo esférico , se pida encontrar 
las otras tres: como se puede ver en las dos 
tablas siguientes , la una para Jos a 
rectángulos, y la otra para los oblicuángulos: 
en las que para mayor sencillez en los per y 
cúlos se ha puestó el 7 igual á 1. ' 


FIN. 
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TABLA PARA LA RESOLUCION DE TODOS LOS C 
1 A a  ____—___— 3 


PASS 


Datos Busco Valores Casos en que lo que se busca mo llega d 90” 


Ángulo opuesto al sen lado dad, E . : S z - e 
HASad de F Su sen sen hipo (O AA ".« «+ +. Silos datos son de una misma especie. 
AUO ,.... : 


Hipotenusa y E 
o Angulo adyacente mg l. : 
133 3 y ag lado dado : y ] 
j A ál lado dado... (US roms (0 97). ++ ++ .«-*--+ +... Lo mismo, 


cos hipotenusa 


El otro lado. ..... re (LA AT o Si el lado dado no llega 4 90.” 


sen lado dado 


le a Boris Hipotemusa, ..... Se ao 92) apo: e Dudoso. 
n lado y el ánou- tang ladodado (6 3 007 
2 e omo lados Sn =p dao 99) Dudoso. 
lo opuesto. . 4 4 angalo dado 
a > í cos ángulo PARE 
El otro ángulo. ,. Su set == 727 > Ad e DdOsOS 
e tn e AAA A A A A A A A 
¿ tang lado da ón . : E 5 o 
ad Al | Hipotenusa, A O A A AS Si los datos son de una misma especie. 
.- a > > o 
3. 20 e e fe otro ángulo, , , Su:00=c05 lado dadox seno ángulo dado (605). Si el lado dado es menor que go”. 
E ) El otro lado. .... Su tang=sen lado dado «tang ángWlo dado (599). Si el ángulo dado es menor que 9o.”- 
» 7 


Lado adyacente... Su tang=tang hipot. «cos ángulo dado (597)... Si el ángulo fuere agudo. 
/ iS y 7 Lado opuesto al 


: Su senr=sen hipot:= sen ángulo dido($958)""8rios datos fueren de una misma especie. 
áneulo ángulo dado... +. 
glo. ..... ; 


cot ángulo dado 
ld Gor) 


"El otro ángulo. .. Su tang="%%; porras NOOO PEA a Si la hipotenusa fuere menor que 9o.* 


pe E — tng fado opuesto : : 
Un ángulo. ..... Sutang sn lado adyacen 299) A e: Si el lado opuesto fuere agudo, 


Lada Hipotenusa. .. .... Su eos=Tectángulo cot ángulos dados (607). . ... Silos datos fueren de una misma especie. / 
'YW 6. Los dos angu (a lad —_ cos ángulo opuesto 605) E ls 0 E Edo 
Un lado: +...... Su 008 pom ángulo adyacenta PE AA ángulo op o juere ag a 


Hipotenusa. ,...... Su gos=rectángulo cos ángulos dados (602)... Silos datos fuerende una misma especie. 
5. Los dos lados. ..... > 


SPONSOR 


DONNA 


ASE 


Lam! Y 4 
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(a 
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FA/3S 


SO -1L 


DADA 
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tol 
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